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D saan 
不 适宜 用 力 法 计算 的 超 静 定 结构 


19 世纪 末 ， 随 着 钢 结构 和 钢筋 混凝土 结构 的 问世 ， 出现 了 大 量 的 高 次 超 静 定 刚 架 ， 如 果 用 力 法 计算 
将 会 非 党 麻烦。 因为。 力 法 典型 方程 中 的 未 知 量 数目 与 超 静 定 结构 的 超 静 定 次 数 有 关 ， 若 取 静 定 结构 为 
基本 结构 时 ， 力 法 典型 方程 中 的 未 知 量 数目 就 与 结构 的 超 静 定 次 数 相同 。 对 于 图 9.1 所 示 结 构 ， 其 超 静 
定 次 数 为 10， 其 力 法 方程 式 中 的 未 知 量 数目 也 是 10 个 ， 显 
然 ， 这 将 无 法 快速 进行 手工 计算 。 所 以 ， 力 法 不 适宜 求 解 高 
次 超 静 定 结构 。 
因此 ， 科 学 家 们 经 过 不 断 的 努力 。 在 已 经 有 了 用 力 法 求 
解 出 的 单 跨 超 静 定 梁 的 基础 上 ， 建 立 了 单个 杆 件 ( 单 跨 超 静 
定 梁 ) 与 多 个 杆 件 组 成 的 结构 之 间 的 关系 。 这 就 是 本 章 要 讨 
论 的 求解 超 静 定 结构 的 另 一 种 主要 的 基本 方法 一 位 移 法 ， 
从 位 移 法 出 发 ， 图 9.1 所 示 结构 的 基本 未 知 量 将 只 有 一 个 。 图 &1 
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| 9. 1 位 移 法 的 概念 


结构 在 一 定 的 外 因 作用 下 ， 其 内 力 与 位 移 之 间 具 有 确定 的 关系 。 先 确定 结 点 位 移 ， 再 
据 此 推 求 内 力 ， 便 是 位 移 法 的 基本 思想 。 位 移 法 是 以 某 些 结 点 位 移 作为 基本 未 知 量 的 。 

现 以 图 9. 2(a) 所 示 刚 架 为 例 ， 分 析 说 明 位 移 法 的 基本 概念 。 结 构 在 荷载 作用 下 将 发 生 
虚线 所 示 的 变形 ， 在 刚 结 点 B 处， 两 杆 的 杆 端 发 生 相 同 的 转角 Z (为 使 表达 式 具 有 一 般 
性 ， 将 角 位 移 和 线 位移 统 一 用 Z 表示 )， 若 略 去 轴 向 变形 ， 则 可 认为 两 杆 长 度 不 变 ， 因 而 
结 点 没有 线 位 移 。 这样， 对 于 BC 杆 ， 可 以 把 它 看 作 一 端 固定 、 一 端 铵 支 的 单 跨 粱 ， 内 
力 和 变形 是 两 种 作用 的 受 加 ， 即 均 布 荷 载 q 的 作用 与 固定 端 B 发 生 转 角 2 ， 如 图 9. 2(b) 
所 示 。 而 这 两 种 情况 下 的 内 力 通过 力 法 都 可 以 计算 。 同 理 ，BA 杆 看 作 两 端 固定 的 单 跨 梁 ， 
内 力 和 变形 由 转角 ZAE. WE 9. 2(c) 所 示 。 问 题 的 关键 在 于 需 首 先 确定 转角 Zi ， 可 见 
此 方法 计算 结构 时 ， 应 以 结 点 B 的 角 位 移 2 为 基本 未 知 量 ,如 果 设 法 首先 求 出 Z1/， 则 各 
杆 的 内 力 随 之 均 可 确定 。 这 就 是 位 移 法 的 基本 思路 。 









































图 9.2 


经 过 以 上 分 析 ， 在 位 移 法 中 需要 解决 以 下 的 问题 。 

(1) 用 力 法 算出 单 跨 超 静 定 梁 在 杆 端 发 生 各 种 位 移 时 以 及 荷载 等 因素 作用 下 的 内 力 。 
(2) 确定 以 结构 上 的 哪些 位 移 作 为 基本 未 知 量 。 

(3) 如 何 求 出 这 些 位 移 。 

下 面 依次 讨论 这 些 问 题 。 


| 9.2 等 截面 直 杆 的 形 常数 和 载 常 数 


用 位 移 法 计算 超 静 定 刚 架 时 ， 每 根 杆 件 均 可 看 作 单 跨 超 静 定 梁 。 在 计算 过 程 中 ,要 
用 到 这 种 梁 在 杆 端 发 生 转动 或 移动 时 ， 以 及 荷载 等 外 因 作用 下 的 杆 端 弯 矩 和 剪 力 。 为 了 
以 后 应 用 方便 ， 根 据 力 法 的 计算 结果 给 出 等 截面 直 杆 单 跨 超 静 定 梁 的 杆 端 弯 矩 和 剪 力 
的 值 。 

杆 端 弯 矩 和 杆 端 前 力 是 作用 在 杆 端 上 的 弯 矩 和 剪 力 。 为 了 应 用 方便 ， 杆 端 弯 矩 和 剪 力 
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的 正 负 号 规定 如 下 : 杆 端 弯 矩 是 以 对 杆 端 顺 时 针 
方向 为 正 (对 结 点 或 支 座 则 以 反 时 针 方向 为 正 )， 
反之 为 负 ; 杆 端 剪 力 正 负 号 的 规定 与 通常 规定 相 
同 ， 即 以 使 杆 端 微 段 顺 时针 转 动 为 正 ， 反 之 为 负 。 
杆 端 位 移 正 负 号 规定 如 下 : 杆 端 转角 以 顺 时 
针 为 正 ， 反 之 为 负 ， 杆 端 线 位 移 以 使 整个 杆 件 顺 
时 针 转 动 为 正 ， 反 之 为 负 。 图 9. 3 中 所 示 的 杆 端 
力 及 杆 端 位 移 均 为 正 值 。 


1. 荷载 引起 的 载 常数 ( 固 端 弯 矩 和 固 端 剪 力 ) 























得 ， 对 于 通常 的 三 种 单 跨 超 静 定 粱 ， 即 两 端 固定 的 梁 、 
定 另 一 端 定向 滑动 支 座 的 梁 ， 在 常见 荷载 作用 下 的 固 端 弯 算 和 
表 9-1 等 截面 直 杆 的 载 常 数 














单 跨 梁 由 荷载 引起 的 杆 端 这 和 矩 和 杆 端 剪 力 称 为 载 常 数 或 固 端 弯 矩 和 固 端 前 力 ， 为 了 与 


实际 杆 端 弯 矩 和 剪 力 相 区 别 ， 以 符号 M; 和 表示 。 固 端 弯 和 矩 和 固 端 剪 力 均 可 用 力 法 算 

















尖 铵 支 的 梁 、 一 端 周 
端 剪 力 见 表 9- 1。 
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SBE 位 移 法 
( 续 ) 
== L: 92] 
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15| À Hist, tat Zal + } ql 0 
| 一 一 一 一 
q 
一 端 固 定 4 Bs Ë 1 
sama |! rit zit” Br A tad s 
m y 
44 n 
i a EI Ela? ` ElaAt 0 0 
—— h h 
Al=tre 
表 9- 1 中 最 常用 到 的 是 1、3、6s 8、12、14 等 几 种 情况 。 建 议 读者 将 它们 的 弯 和 矩 图 


画 出 来 ， 并 能 熟练 应 用 。 


2. 等 鹤 面 直 杆 的 形 常数 


常见 单 跨 超 静 定 梁 由 杆 端 发 生 单位 转角 或 单位 线 位 移 时 引起 的 杆 端 弯 矩 和 杆 端 前 力 称 
为 形 常 数 ， 也 亦 可 用 为 法 算得 ， 见 表 9 一 如 应 熟练 掌握 并 应 用 。 


yup = Eb, 称 为 杆 AB 的 线 刚 度 。 由 形 常数 的 数值 可 见 杆 件 刚度 越 大 ， 杆 端 位 移 时 











产生 的 杆 端 力 就 越 大 。 
表 9- 2 等 截面 直 杆 的 形 常数 
w 剪 力 
编号 简 图 = 一 
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| 9. 3 位 移 法 的 基本 未 知 量 和 基本 结构 
.位 移 法 的 基本 未 知 量 


在 单 跨 梁 形 常 数 和 载 常数 的 基础 上 ， 如 果 结 构 宇 每 根 杆 件 两 端的 角 位 移 和 线 位 移 都 已 
求 得 ， 则 全 部 杆 件 的 内 力 均 可 通过 乔 加 确定 。 因 此 * 在 位 移 法 中 ， 基 本 未 知 量 应 是 各 结 点 
的 角 位 移 和 线 位 移 ” 在 计算 时 ， 应 首先 确定 猎 立 的 结 点 角 位 移 和 线 位 移 的 个 数 。 
) 确定 独立 的 结 点 角 位 移 个 数 
2 由 于 在 同一 刚 结 点 处 ， 各 杆 端的 转角 都 是 相等 的 ， 
| i ai 因此 每 一 个 刚 结 点 具有 一 个 独立 的 角 位 移 未 知 量 。 在 
国定 支 座 处 ， 其 转角 等 于 零 或 是 已 知 的 支 座 位 移 值 。 
至 于 饼 结 点 或 饺 支 座 处 各 杆 端的 转角 ， 由 9. 2 节 可 知 ， 
它们 不 是 独立 的 ,确定 杆 件 内 力 时 可 以 不 需要 它们 的 
数值 ， 故 可 不 作为 基本 未 知 量 。 这样， 确定 结构 独立 
的 结 点 角 位 移 数 时 ， 只 要 看 刚 结 点 的 数目 即 可 。 例 如 
图 9.4 所 示 刚 架 ， 其 独立 的 结 点 角 位 移 数 日 为 2， 即 
图 9.4 Zis as 
2) 确定 独立 的 结 点 线 位 移 个 数 
在 一 般 情况 下 ， 每 个 结 点 均 可 能 有 水 平和 坚 向 两 个 独立 的 线 位 移 。 但 确定 独立 的 结 点 
线 位 移 数 目 时 ， 通 常 对 于 受 弯 杆 件 略 去 其 轴 向 变形 ， 并 设 弯曲 变形 也 是 微小 的 ， 于 是 可 以 
认为 受 弯 直 杆 两 端 之 间 的 距离 在 变形 后 仍 保持 不 变 ， 这 样 每 一 受 弯 直 杆 就 相当 于 一 个 约 
束 ， 从 而 减少 了 独立 的 结 点 线 位 移 数目 。 例如， 在 图 9.4 所 示 的 刚 架 中 ，4、5、6 =F 
定 端 都 是 不 动 的 点 ， 三 根 柱子 的 长 度 又 保持 不 变 ， 因 而 结 点 1、2、3 均 无 坚 向 位 移 。 又 









































TRE 位 移 法 


于 两 根 横梁 亦 保持 长 度 不 变 ， 故 三 个 结 点 均 有 相同 的 水 平 位 移 。 因 此 ， 在 位 移 法 计算 时 ， 
只 有 一 个 独立 的 结 点 线 位 移 ， 即 Za 。 

独立 的 结 点 线 位 移 数目 还 可 以 用 下 述 方法 来 确定 : 由 于 在 刚 架 计算 中 ， 不 考虑 各 杆 长 
度 的 改变 ， 因 而 结 点 独立 线 位 移 的 数目 可 用 几何 组 成 分 析 的 方法 来 判定 。 如 果 把 所 有 的 刚 
结 点 (包括 固定 支 座 ) 都 改 为 铵 结 点 ， 则 此 铵 结 体系 的 自由 度 个 数 就 是 原 结构 的 独立 结 点 线 
位 移 的 数目 。 换 句 话 说， 为 了 使 铵 结 体系 成 为 几何 不 变 体系 而 增加 的 链 杆 数 就 等 于 原 结构 
的 独立 结 点 线 位 移 的 数目 。 

以 图 9. 5(a) 所 示 刚 架 为 例 ， 为 确定 独立 结 点 线 位 移 的 数目 ， 可 把 所 有 刚 结 点 (包括 固 
定 支 座 ) 都 改 为 贸 结 点 ， 得 到 图 9. 5(b) 实 线 所 示 的 铵 结 杆 件 体 系 ， 该 体系 必须 添加 两 根 链 
杆 (虚线 所 示 ) 后 ， 才 能 由 几何 可 变 体系 成 为 几何 不 变 体系 。 由 此 可 知 ， 原 刚 架 用 位 移 法 计 
算 时 有 两 个 独立 结 点 线 位 移 。 





























(a) (b) 
图 9.5 


需要 注意 的 是 ， 上 述 确 定 独 立 的 结 点 线 位 移 数目 
的 方法 ， 是 以 受 弯 直 杆 变形 后 两 端 距 离 不 变 的 假设 为 
依据 的 。 对 于 需要 考虑 轴 向 变形 的 链 杆 或 对 于 受 弯 的 
曲 杆 ， 则 其 两 端 距离 不 能 看 作 不 变 。 因 些 ; ELI. 6(a)、 
(b) 所 示 结构 其 独立 的 结 点 线 位 移 数 目 应 是 2 而 不 
是 1。 

一 般 来 说 ， 用 位 移 法 计算 刚 架 时 ， 基 本 未 知 量 包 
括 结 点 角 位 移 和 独立 结 点 线 位 移 。 结 点 角 位 移 的 数目 等 于 结构 刚 结 点 的 数目 ， 独 立 结 点 线 
位 移 的 数目 等 于 将 刚 结 点 改 为 铵 结 点 后 得 到 的 铵 结 体系 的 自由 度数 目 。 

在 确定 基本 未 知 量 时 ， 由 于 既 保 证 了 刚 结 点 各 杆 杆 端 转 角 彼此 相等 ， 又 保证 了 各 杆 杆 
端 距离 保持 不 变 ， 因 此 ， 将 分 解 的 杆 件 再 综合 为 结构 的 过 程 能 够 保证 各 杆 杆 端 位 移 彼 此 协 
调 ， 能 够 满足 变形 连续 条 件 。 

2. 位 移 法 的 基本 结构 和 基本 体系 


图 9. 7(a) 所 示 刚 架 中 ， 只 有 一 个 刚 结 点 D， 所 以 只 有 一 个 结 点 角 位 移 ZI， 没有 结 
点 线 位 移 。 在 结 点 DD 处 加 一 个 控制 结 点 DD 转动 的 约束 将 其 称 作 附 加 刚 臂 。 用 加 斜 线 
的 三 角 符号 表示 (注意 ,这 种 约束 不 约束 结 点 线 位移 )， 这 样 得 到 的 无 结 点 位 移 的 结构 称 
为 原 结构 的 基本 结构 ， 如 图 9.7(c) 所 示 。 把 基本 结构 在 荷载 和 基本 未 知 位 移 共同 作用 下 
的 体系 称 为 原 结构 的 基本 体系 ， 如 图 9.7(b) 所 示 。 由 此 可 知 ， 位 移 法 的 基本 体系 是 通 
过 增加 约束 将 基本 未 知 量 完 全 锁 住 后 ， 在 荷载 和 基本 未 知 量 位 移 的 共同 作用 下 的 超 静 定 
杆 的 综合 体 。 





图 9.6 
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同 理 ， 图 9. 8(a) 所 示 结 构 ， 有 两 个 基本 未 知 量 ， 结 点 C 的 角 位 移 Z1、 结 点 C 和 DD 的 
线 位 移 Z。 (独立 结 点 线 位 移 只 有 一 个 ) 。 在 结 点 C 处 加 一 控制 其 转动 的 约束 ， 即 附加 刚 臂 ， 
在 结 点 D 处 附加 一 水 平 链 杆 ， 控 制 结 点 C 和 DD 的 线 位 移 。 其 基本 体系 和 基本 结构 分 别 如 
图 9.8(b) (OHR. 

由 以 上 讨论 可 知 ， 在 原 结构 基本 未 知 量 处 ,增加 相应 的 约束 ， 青 产生 与 原 结构 相同 的 
结 点 位 移 ， 就 得 到 原 结构 的 基本 体系 。 对 于 结 点 角 位 移 ， 增 加 控制 转动 的 附加 刚 臂 ， 对 于 
结 点 线 位 移 ， 则 增加 控制 结 点 线 位 移 的 附加 链 杆 ， 这 两 种 约束 的 作用 是 相互 独立 的 。 因 
此 ， 基 本 体系 与 原 结构 的 区 别 在 于 ， 增 加 了 和 人 为 的 约束 ， 把 原 结构 变 为 一 个 被 约束 的 单 杆 
综合 体 ， 分 解 成 荷载 和 基本 未 知 位 移 分 别 作 用 下 的 县 加 , 9.4 节 将 讨论 如 何 利用 基本 体系 
这 一 工具 来 建立 位 移 法 的 基本 方程 : 











| 9. 4 位 移 法 方程 及 算 例 





根据 位 移 法 的 基本 体系 在 荷载 与 结 点 位 移 的 共同 作用 下 ， 与 原 结构 等 价 的 条 件 ， 列 出 
的 平衡 方程 称 为 位 移 法 方程 。 
.位 移 法 方程 的 建立 
现 以 图 9.9(a) 所 示 刚 架 说 明 位 移 法 方程 是 如 何 建立 的 。 该 刚 架 只 有 一 个 刚 结 点 C， 基 
本 未 知 量 即 是 C 点 的 角 位 移 Z1。 在 结 点 C 处 施加 控制 转动 的 约束 附加 刚 辟 ， 得 到 基本 体 
系 如 图 9. 9(b) 所 示 。 


























ORE 位 移 法 





基本 体系 转化 为 原 结构 的 条 件 就 是 附加 刚 臂 的 约束 力矩 Ri[ 图 9. 9(b)] 应 等 于 零 ， 即 

R,=0 (a) 

因为 在 原 结构 中 结 点 C 处 没有 约束 ， 所 以 基本 结构 在 荷载 和 2 共同 作用 下 ,在 结 点 C 

处 应 与 原 结构 完全 相同 ， 只 有 这 样 ， 图 9. 9(b) 的 内 力 和 变形 才能 与 原 结构 的 内 力 和 变形 

完全 相同 ， 这 就 是 基本 体系 转化 为 原 结构 的 条 件 。 以 此 列 出 的 方程 是 一 个 平衡 方程 ， 即 为 
位 移 法 方程 。 为 方便 起 见 ， 此 处 用 符号 /表示 转角 位 移 ， 以 后 以 此 沿用 。 








z 














z 4 4 Z 
NTE EAEEREN ği 
? m (q pa. (E 
š: 基本 体系 = 
A A 
二 一 一 一 
(a) (b) (c) (d) 


Rip ru 
PÉN ë 
加 = c = 
J 
| 4i 
(e) (0 
图 9.9 
先 分 析 基 本 结构 在 荷载 作用 下 的 计算 5[ 图 9.9(d)]。 此 时 结 点 C 处 于 锁 住 状态 ， 由 音 
路 染 载 常数 求 CB 村 的 固 端 坟 逢 My，M 一 一 短 -。 由 结 点 平衡 [图 9. 9(e)] 可 计算 出 在 
附加 刚 辟 中 存在 的 约束 力矩 Ris，Ris 一 一 中-。 
来 分 析 基本 结构 在 基本 未 知 量 乞 作 用 下 的 计算 过 程 【图 9. 9(c)]。 此 时 基本 结构 中 
结 点 C 发 生 角 位 移 Zi， 由 单 跨 江 形 常数 分 别 求 CB 杆 、AC ISSN M y =3iZ 、 
Ma 一 4Zi， 由 结 点 平衡 [图 9.9(D] 可 计算 在 附加 刚 葡 中 存在 的 约束 力矩 Ra, Ri 一 
3:Z,+4:Zi=7;Z,, 
DL EWRPBUBSSDI. BOE IR Z 3 BI #s J it4kaE. MORE Ik Z Ei RR Z 
MEJI F EMRI IARE R, 消失 。 这 时 图 9.9Cb) 中 。 虽 然 结 点 C 在 形式 上 还 有 附加 转 
动 约束 ， 但 实际 上 已 不 起 作用 ， 即 结 点 C 已 处 于 放松 状态 。 
根据 以 上 分 析 ， 利 用 各 加 原理 ， 式 (a) 可 写 为 















































R=Rir+Ru=0 (b) 

进一步 将 Ru 表示 为 与 Z1/ 有 关 的 量 . 式 (b) 可 写 为 
Ri=rnZi+Rip=0 tl 
式 中 ,mi 为 基本 结构 在 单位 位 移 Z =1 单独 作用 时 在 附加 刚 臂 中 的 约束 力矩 ，Rir 为 基本 








结构 在 荷载 单独 作用 下 在 附加 刚 臂 中 的 约束 力矩 。 
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Dd 
RO- 1) 就 是 求解 基本 未 知 量 Z 的 位 移 法 方程 此 方程 是 平生 方程 .将 ru. Rub 
— 
值 代入 式 (9- D, WHA Z= e, 将 马 代 回 图 9.9(d)， 所 得 的 结 


REAMER 9. 9(d) 的 结果 ， 即 得 到 图 9. 9(a) 所 示 结 构 的 解 。 

总 之 ， 对 于 一 个 刚 结 点 ， 有 一 个 基本 未 知 量 结 点 角 位 移 ， 相 应 可 以 写 出 一 个 平衡 方 
位 移 法 的 基本 方程 。 一 个 基本 方程 正好 解 出 一 个 基本 未 知 量 。 

从 以 上 分 析 过 程 ， 可 得 位 移 法 要 点 如 下 。 

(1) 确定 位 移 法 的 基本 未 知 量 ， 取 出 基本 体系 [图 9. 9(b)]。 

(2) 建立 位 移 法 的 基本 方程 。 位 移 法 的 基本 方程 是 平衡 方程 : 先 将 结 点 位 移 锁 住 ， 求 
各 超 静 定 杆 在 荷载 作用 下 的 结果 ; 再 求 各 超 静 定 杆 在 结 点 位 移 作用 下 的 结果 。 最 后 释 加 以 
上 两 步 结果 ， 使 外 加 约束 中 的 约束 力 等 于 零 ， 即 得 位 移 法 的 基本 方程 。 

(3) 求解 位 移 法 方程 ， 得 到 基本 未 知 量 。 

(4) 求 出 各 杆 内 力 。 

这 就 是 位 移 法 的 基本 思路 和 解 题 过 程 。 

2. 位 移 法 的 典型 方程 

对 于 具有 多 个 基本 未 知 量 的 结构 ， 仍 然 应 用 土 述 思路 建立 位 移 法 的 典型 方程 。 

图 9.10(a) 所 示 刚 架 有 两 个 基本 未 知 量 ;, 结 点 C 的 独立 转角 位 移 Z, 和 独立 的 结 点 线 位 
移 Z;。 这 种 结构 称 为 有 侧 移 结构 在 结 点 C 处 加 一 限制 转动 的 约束 一 一 附加 刚 辟 ， 为 约 
束 1， 在 结 点 D 处 加 一 限制 水 平 线 位 移 的 约束 一 一 链 杆 , 为 约束 2。 令 附加 刚 臂 发 生 与 原 
结构 相同 的 转角 2 ， 同 时 令 附 加 链 杆 发 生 与 原 结构 相同 的 线 位 移 Z， 便 得 基本 体系 ， 如 
图 9.10(b) 所 示 。 下 面 利 用 又 加 原理 建立 位 移 法 方程 。 








程 


Z 
dy 





(c) (d) (e) 


位 移 法 











(1) 基本 结构 在 荷载 单独 作用 时 的 计算 ， 如 图 9. 10(c) 所 示 。 先 求 出 各 杆 的 固 端 
力 ， 然 后 利用 平衡 条 件 计 算 附加 刚 臂 与 附加 链 杆 中 存在 的 约束 力矩 Rir 和 水 平 约束 











力 Rep。 











(2) 基本 结构 在 Z 单 独 作 用 时 的 计算 ,如 图 9. 10(d) 所 示 。 使 基本 结构 在 结 点 C 
发 生 结 点 位 移 2 ， 但 结 点 刀 仍 被 锁 住 。 先 求 出 基本 结构 在 杆 件 AC 和 CD 的 杆 端 力 ， 











再 利用 平衡 条 件 计算 在 附加 刚 辟 与 
J Ra 





附加 链 杆 中 分 别 存在 的 约束 力矩 Ra 和 水 平 约束 


(3) 基本 结构 在 2 单独 作用 时 的 计算 ， 如 图 9. 10(e) 所 示 。 使 基本 结构 在 结 点 D 


发 生 结 点 位 移 2 ， 但 结 点 C 仍 被 锁 住 。 先 求 出 基本 结构 在 杆 件 DB 和 CA 的 杆 端 力 ， 








再 利用 平衡 条 件 计算 在 附加 刚 臂 与 
力 Rza 





BEED BE FF rh 2 3 FE TE 09 R A E Rs 和 水 平 约束 


HEZIERA RPA, 093630 RE 40306 A Z 、2: 共 同 
作用 下 的 结果 。 这 时 基本 体系 已 转化 为 原 结构 ， 虽然 在 形式 卡 还 有 约束 ， 但 实际 上 已 不 起 


作用 ， 即 附加 约束 中 的 总 约束 力 应 等 于 零 ， 即 ; 


则 
Ri 
R: 


式 中 ，Rir 、Rsz 为 基本 结构 在 荷载 单独 作用 





R. 一 
及 :三 0 


DPRr 十 Rir 二 01 
证 Re 二 Ru 一 oj 








束 力 ; Rus Ra 为 基本 结构 在 结 点 位 移 Z 单 独 作 用 (2 二 0) 时 ， 在 附 力 


的 约束 力矩 和 约束 力 ; Ris、R2, 为 基本 结构 在 结 点 位 移 已 单独 作用 (2 


束 1 和 2 中 产生 的 约束 力矩 和 约束 力 。 


进一步 将 Rus Ra, Re, Ro RRAS Z ft ZARE. 式 (b) 可 


ru Zi +r Z: +Rp=0 


mZ 
IP, ra, ra 3586 tE u 53 





1 Hra Z: +R. =0 














(a) 


(b) 


于 ， 在 附加 约束 1 和 2 中 产生 的 约束 力矩 和 约 


上 约束 1 和 2 中 产生 
1 二 0) 时 ， 在 附加 约 


写 为 


(=2) 


Z1 二 1 单独 作用 (2 二 0) 时 ， 在 附加 约束 1 和 2 中 产 























生 的 约束 力矩 和 约束 力 ; ri。、rsz 为 基本 结构 在 结 点 位 移 Z,=1 单独 作 
加 约束 1 和 2 中 产生 的 约束 力矩 和 约束 力 。 
式 (9 -2) 就 是 求解 两 个 基本 未 知 量 Z1 、2: 的 位 移 法 方程 。 


对 于 具有 个 基本 未 知 量 的 结构 ， 


其 位 移 法 方程 的 典型 形式 如 下 : 








ruli triz: +*+ rn, Rir al 





ra Zi Hro Z ++ +ry,Z, +R, =0 














Tali trelet" T-r,,Z, Re =l 
式 中 , ;为 基本 结构 在 结 点 位 移 Z; 二 1 单独 作用 (其 他 位 移 均 为 零 ) 时 ， 





零 ) 时 ,在 附加 约束 i 中 产生 的 约束 力 











生 的 约束 力 (i 二 1、2、…、nn); ri 为 基本 结构 在 结 点 位 移 Z, 








(Z, =0)hF, 在 附 





(9-3) 


在 附加 约束 i 中产 











1 单独 作用 (其 他 位 移 均 为 








G=1., 2, +=, n, j=1、 2. =. 


n, ij); Rp 为 


基本 结构 在 荷载 单独 作用 (所 有 基本 未 知 量 位 移 均 为 零 ) 时 ,在 附加 约束 i 中 产生 的 约束 力 








£ s 
SNFA 


Sa 





G=1, 2, ==, n). 

式 (9- 3) 中 的 每 一 方程 表示 基本 体系 与 每 一 未 知 量 相应 的 附加 约束 处 约束 力 等 于 零 的 
平衡 条 件 。 具 有 个 基本 未 知 量 的 结构 ， 基 本 体系 就 有 个 附加 约束 ， 也 就 有 个 附加 约 
束 处 的 平衡 条 件 ， 即 n 个 平衡 方程 。 显然， 可 由 个 平衡 方程 解 出 个 基本 未 知 量 。 

在 建立 位 移 法 方程 时 ， 基 本 未 知 量 Z1、Z;、…、, 均 假设 为 正 号 ， 即 假设 结 点 角 位 
移 为 顺 时 针 转 向 ， 结 点 线 位 移 使 杆 产生 顺 时 针 转 动 。 计 算 结果 为 正 时 ， 说 明 实际 位 移 的 方 
向 与 所 设 方向 一 致 ， 计 算 结果 为 负 时 ， 说 明 实 际 位 移 的 方向 与 所 设 方向 相反 。 

式 (9-3) 中 处 于 主 对 角 线 上 的 系数 ri 称 为 主 系数 ， 其 值 恒 大 于 零 ， 处 于 主 对 角 线 两 侧 
的 性 等 称 为 副 系数 ， 其 值 可 大 于 零 ， 可 小 于 零 ， 或 等 于 零 。Rz 称 为 自由 项 。 由 反 力 互 等 
定理 可 知 : 






































rg = rg (9-4) 








此 可 减少 副 系数 的 计算 工作 量 。 
于 在 位 移 法 典型 方程 中 ， 每 个 系数 都 是 单位 位 移 所 引起 的 附加 联系 的 反 力 (或 反 力 
和 矩 )。 显 然 ， 结 构 的 刚度 愈 大 ， 这 些 反 力 ( 或 反 力矩 ) 的 数值 也 愈 大 ， 故 这 些 系数 又 称 为 结 
构 的 刚度 系数 ， 位 移 法 典型 方程 又 称 为 结构 的 刚度 方程 ;位移 法 也 称 为 刚度 法 。 

3. 位 移 法 算 例 

1) 位 移 法 计算 连续 梁 和 无 侧 移 刚 架 

现 通 过 例题 说 明 用 位 移 法 计算 连续 梁 和 无 侧 移 刚 架 的 过 程 。 

【 例 9-1】 用 位 移 法 计算 图 % 11Ca) 所 示 连 续 梁 的 内 力 ,， EI 二 常数 

解 : (1) 确定 位 移 法 的 基本 未 知 量 ，" 一 1， 为 结 点 召 的 转角 位 移 ; 形成 基本 体系 ， 如 
图 9.11(b) 所 示 。 

(2) 建立 位 移 法 的 基本 方程 。 














rZ Rip=0 
O 计算 主 系 数 nl、 自由 项 Rip。n 是 基本 结构 在 B 点 转角 2 三 1 单独 作用 时 ， 在 附 
加 刚 避 中 的 约束 力矩 。 设 这 于， 利用 形 常数 计算 各 杆 端 杰 矩 ， 并 作 下 图 ， 如 图 9. 11(e) 
所 示 。 
Mg =3i, Mm=4i, Mw=2i 
由 结 点 B 的 力矩 平衡 如 图 9. 11(d) 所 示 ， 可 得 
EMs=0, ru=7i 
Rir 为 基本 结构 在 荷载 单独 作用 下 在 附加 刚 臂 中 的 约束 力矩 。 利 用 载 常 数 计算 各 杆 固 
端 弯 窍 ， 并 作 Mr 图 ， 如 图 9. 11(e) 所 示 。 


Mia =— Mi = — 22 —6kN + m 


=_—3Pl_3X16X6_ 
M= 16 16 


结 点 B 的 力矩 平衡 如 图 9. 11(f) 所 示 ， 可 得 
EMs=0, Ru 一 一 18 十 6 一 一 12kN * m 
D 求解 位 移 法 方程 ， 得 到 基本 未 知 量 Zi。 


—18kN * m 


























z 
2kN/m | 16kN 2kN/m | 16kN 











Tns X ` 
(5) 利用 着 加 原理 作 M R. M=MZ Mr. 


Mw =2iZ1 + M2i(1.714 1)— e=}. 57kN + m 











Ma =4iZ, Mia =4i (1. 714 T] 6=12. 86kN + m 














Me™ 3iZ, 十 ME 3i (F714 P) 18=— 12. 86kN *m 


EEEE EA, RTS E HAKERI., Bm ME, 
如 图 9. 12(a) 所 示 。 
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图 9. 12 
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(6) fE V 图 。 利用 已 画 出 的 M 图, 根据 杆 段 转动 平衡 , 计算 杆 端 剪 力 。 
由 杆 AB 的 隔离 体 [图 9. 12(b)] 得 
= 站 06 尖 村 EE 名 这 
EM: 0, Vag 6 
一 12. 86—2X6X3+2. 57 
6 











4. 29kN 














EM, =0, Vm 
杆 BC 的 隔离 体 [图 9. 12(c)] 得 
EMs=0, Væ 


7.72kN 























一 86 5. 86kN 








EMc=0, Ve 


V 图 如 图 9. 12(d) 所 示 。 
CD 校 核 。 结 点 B 满足 力矩 平衡 : 
EMs=12. 86—12. 86 一 0 
连续 梁 整 体 满足 竖 向 合 外 力 为 零 ; 
EY=4. 29 十 17. 86+5. 8672X6—16~0 

【 例 9- 2】〗 试用 位 移 法 计算 图 9. 13(a) 所 示 刚 架 ， 绘制 其 弯 矩 图 。 各 杆 相对 线 刚度 i 
值 如 图 所 示 。 

解 : (1) 确定 位 移 法 基本 未 知 量 ， 分 别 为 1、2 结 点 的 角 位 移 Z. Z. n=2, JR AE 
本 体系 ， 如 图 9. 13(b) 所 示 。 

(2) 建立 位 移 法 方程 。 


下 86 10. 14kN 


ruZ rZ: +R =0 
ra Zi Trx>Z;*+ R, ==0 
(3) 计算 系数 与 自由 项 计算 。 
O 作 基 本 结构 荷载 作用 时 的 Mp 图 [图 9.13(c)]、Z =1 作用 时 (此 时 Z, =0) hy M. 
[图 9.13(d)] 以 及 2Z=1 作用 时 (此 时 如 =0) 的 奈 图 [图 9.13(e)]。 
O 根据 Mr 图 及 结 点 转动 平衡 [图 9. 13(c)] 得 
Rip 一 30kN。m 
Rsp=0 
@ 根据 MM 、M 图 及 结 点 转动 平衡 [图 9.13(d)、(e)] 得 
rn 三 16 十 12 十 12==40 
ra =8 
ru 二 8( 或 应 用 反 力 互 等 定理 r =r) 
ra 二 16 十 12 十 8 二 36 





(4) 解 方程 ， 求 位 移 。 
40Z,+8Z,+30=0 
8Z, +362: +0=0 





(5) ERES EE. M 二 MZ 十 MsZi 十 Mp， 如 图 9.13(f) 所 示 。 





15kN/m 15kNm __ Z z 








0 T < 12 20.6 Q= k”, 2.04 
94 . 
© © 


图 9. 13 


(6) 校 核 。 结 点 1、2 [图 9. 13(f)] 满足 力矩 平衡 : 
XM, =20. 6—11. 2 一 9. 4 一 0 
XM: =1. 36+2. 04—3. 4=0 
2) 位 移 法 计算 有 侧 移 刚 架 
【 例 9 - 3】 试用 位 移 法 计算 图 9. 14(a) 所 示 刚 架 ， 绘 其 弯 和 矩 图 常数 。 
解 : (1) 确定 位 移 法 基本 未 知 量 , 分 别 为 C 结 点 的 角 位 移 Z1 和 C、D 结 点 的 线 位 移 
Zs，n 二 2。 形成 基本 体系 ， 如 图 9. 14(b) 所 示 。 为 方便 起 见 ， 此 处 亦 用 符号 +~ 表 示 线 位 
移 ， 以 后 以 此 沿用 。 
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(2) 建立 位 移 法 方程 。 





ru Zi Tr:Z, +R P =0 
ra Zi TrxZ; +R; =0 





(3) 计算 系数 与 自由 项 计算 。 

(D 作 基 本 结构 荷载 作用 时 的 Mr 图 [图 9.14(c)] 和 2 =1 作用 时 (此 时 2 =0) 的 M. 
图 [图 9.14(d)] UR Z,=1 EH ae Z =0 MA CA 9.14]. 

@ 根据 Mp 图 及 结 点 转动 平衡 [图 9.14(c)] 得 
























































Ri =0 
根据 Me 图 及 截取 的 CD 部 分 ， 由 水 平方 向 的 平衡 [图 9. 14(c)] 得 
R | =33l 


@ 根据 Mi 、M 图 ， 利 用 结 点 转动 平衡 、 截 取 CD 部 分 由 水 平方 向 的 平衡 [图 9.14 
(d)、(e)] 得 














6i si 12i_15i 


ru =3it4i=Ti, r= ran LANTI 7 7 








(4) 解 位 移 法 方程 ， 求 基本 未 知 量 。 


z = —3qË 
' 92; 
解 方程 ， 得 
2 ,=— 10 
184; 
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所 得 结 点 位 移 为 负 值 ， 说 明 实际 位 移 与 所 设 方向 相反 。 

(5) 计算 杆 端 弯 矩 ， 作 M 图 。 各 杆 端 弯 矩 可 根据 大 加 公式 M 一 MZ 十 MzZs 十 Mp 计算 。 

按 平衡 条 件 又 可 计算 杆 端 剪 力 、 轴 力 ， 并 绘制 前 力图 与 轴 力 图 ， 读 者 可 自己 分 析 。 

结合 上 述 例题 ， 可 将 位 移 法 的 计算 步骤 归纳 如 下 。 

(1) 确定 原 结构 的 基本 未 知 量 即 独立 的 结 点 角 位 移 和 线 位 移 的 数目 ， 加 入 附加 约束 ， 
令 各 附加 约束 发 生 与 原 结构 相同 的 结 点 位 移 得 到 基本 体系 。 

(2) 根据 基本 结构 在 荷载 等 外 因 和 各 结 点 位 移 共同 作用 下 ， 附 加 约束 上 的 反 力 矩 或 反 
力 均 应 等 于 零 的 条 件 ， 建 立 位 移 法 的 典型 方程 。 

(3) 绘 出 基本 结构 在 各 单位 结 点 位 移 作 用 下 的 弯 矩 图 和 荷载 作用 下 (或 支 座位 移 、 温 
度 变化 等 其 他 外 因 作用 下 ?的 弯 矩 图 ， 由 平衡 条 件 求 出 各 系数 和 自由 项 。 

(4) 求解 典型 方程 ， 得 到 作为 未 知 量 的 各 结 点 位 移 。 

(5) 按 释 加 法 绘制 最 后 弯 矩 图 。 


【 例 9-4] 图 9.15(a) 所 示 刚 染 的 支 座 人 A 产生 转角 w， 赤 座 避 产生 坚 向 位 移 c 一 陪 Lp。 
试用 位 移 法 绘制 其 宁 矩 图 。 




































基本 体系 
(b) 









AEA 4ip 
Mc 图 
(d) (e) 





图 9.15 


解 : (1) 确定 位 移 法 基本 未 知 量 ， 此 刚 架 的 基本 未 知 量 只 有 结 点 C 的 转角 位 移 ， 二 
1。 在 结 点 C 处 加 一 附加 刚 臂 ， 形 成 基本 体系 ， 如 图 9. 15(b) 所 示 。 
(2) 建立 位 移 法 方程 : 
rnZit+Ri.=0 
(3) 计算 系数 与 自由 项 。 
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O 作 基 本 结构 Z =1 E MA [图 9. 15(c)]、 支 座 产 生 位 移 时 M 图 [图 9.15(d)]。 














@ i= El, I M 图 及 结 点 转动 平衡 [图 9. 15(d)] 得 


32i 


Re 一 229 一 -304 一 一 6019 
根据 M 图 及 结 点 力矩 平衡 [图 9. 15(c)] 得 
ru =8i+4;=12; 


(4) 解 位 移 法 方程 ， 求 基本 未 知 量 。 


(5) 计算 杆 端 弯 矩 ， 根 据 乔 加 公式 M=M,Z, 十 M. 作 M 图 ; 


如 图 9. 15(e) 所 示 。 


| 9. 5 位 移 法 计算 对 称 结构 


在 第 8 章 通过 力 法 计算 超 静 定 结构 时 ,对 于 对 称 性 结构 得 到 一 个 重要 的 结论 : 对 称 结 
构 在 正 对 称 荷载 作用 下 ， 其 内 力 和 位 移 都 是 正 对 称 的 ; 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 其 内 力 和 位 
移 都 是 反对 称 的 。 在 位 移 法 中 ,同样 可 以 利用 这 一 结论 ,- 取 半边 结构 的 计算 简 图 进行 计 


算 ， 以 减少 基本 未 知 量 的 个 数 。 
【 例 9 - 5】 试用 位 移 法 绘制 图 9. 16(a) 所 示 对 称 刚 架 的 弯 矩 


图 。 


解 : (1) 确定 位 移 法 基本 未 知 量 ， 形 成 基本 体系 : 图 9. 16(a) 所 示 刚 架 有 三 个 结 点 位 移 ， 








分 别 为 C、D 结 点 的 两 个 角 位 移 和 C、D 结 点 的 二 个 线 位移 ， 但 F 





于 此 结构 为 对 称 刚 架 ， 且 





在 对 称 荷 载 作 用 下 ， 可 取 半 边 结构 的 计算 简 图 如 图 9. 16(b) 所 示 。 


此 半边 结构 只 有 一 个 C 结 


点 的 角 位 移 Zi HEL n=1, 在 结 点 C 施 加 附加 刚 臂 ， 形 成 基本 体系 ， 如 图 9. 16(c) 所 示 。 


(2) 建立 位 移 法 方程 。 
rZ, +R =0 

(3) 计算 系数 与 自由 项 。 

O 作 基 本 结构 Z, =1 作用 时 的 M E 

















图 9. 16(d)]、 荷 载 作 用 时 的 Mp 图 [图 9. 16(e)] 。 


@ 根据 Mi 图 ， 利 用 结 点 转动 平衡 [图 9. 16(d)] 得 ( 令 EI=;) 





š -BT AEI _.. 
ru=ic ttic = P a ==: 











@ 根据 Mp 图 及 结 点 转动 平衡 [图 9. 16(e)] 得 
Ri 一 一 18kN * m 
(4) 解 位 移 法 方程 ， 求 基本 未 知 量 。 











(5) 计算 杆 端 弯 矩 ， 作 M 图 ， 如 图 9. 16( 人 所 示 。 各 杆 端 弯 矩 可 根据 肆 加 公式 M= 


MZi 十 MzZi 十 Mo 计算 。 
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(kN-m) 





PI 


(e) (O) 
图 9. 16 


当 对 称 结构 承受 一 般 非 对 称 荷载 作用 时 ， 可 将 荷载 分 解 为 正 、 反 对 称 的 两 组 ， 分 别 加 
于 结构 上 求解 ， 然 后 再 将 结果 一 加 。 例 如 图 9.17(a) 所 示 的 对 称 刚 架 ， 在 正 对 称 荷载 作用 
下 只 有 正 对 称 的 基本 未 知 量 ， 即 两 结 点 的 一 对 正 对 称 的 转角 Z. [图 9.17(b)]; 同 理 , 在 
反对 称 荷载 作用 下 ?将 只 有 反对 称 的 基本 未 知 量 2 和 Z, [图 9.17(c)]。 在 正 、 反 对 称 荷 
载 的 作用 下 ， 均 可 只 取 结构 的 一 半 即 半边 结构 来 进行 计算 [图 9. 17(d) 、(e)] 。 


N wz 











(c) 


(a) (e) 
A 9.17 


【 例 9 - 6】 试 选择 图 9. 18(a) 所 示 对 称 刚 架 的 计算 方法 。ET 二 常数 。 

解 : 此 结构 为 对 称 结构 在 一 般 荷载 作用 下 。 可 将 荷载 分 解 为 对 称 和 反对 称 两 组 ， 分 别 
如 图 9. 18(b) 、(c) 所 示 。 对 称 和 反对 称 荷载 作用 下 的 半边 结构 分 别 如 图 9. 18(d) 、(e) 所 
示 。 两 种 情况 下 用 力 法 和 位 移 法 计算 时 基本 未 知 量 数目 见 表 9- 3。 
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~ 
P P M 
1. | E 
q 9 q q 
q 2 2 2 2 
Í i 
(c) 
了 4 
(d) (e) 
图 9.18 
表 9-3 基本 未 知 量 数目 
荷载 总 荷载 对 称 荷载 反对 称 荷载 
力 法 ? 1 3 
位 移 法 6 2 4 
由 表 9- 3 可 以 看 出 去 对 称 荷载 作用 宜 采 用 位 移 法 ， 反 对 称 荷载 作用 宜 采用 力 法 。 


| 9. 6 用 直接 平衡 法 建立 位 移 法 方程 


位 移 法 计算 超 静 定 结 
常数 和 载 常数 ， 全 加 得 
系 式 ， 然 后 直接 建立 结 ; 


1. 等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 


构 时 ， 也 可 以 不 通过 基本 体系 ， 而 以 杆 件 为 单元 ， 利 用 杆 件 的 形 
到 每 一 杆 件 的 杆 端 弯 矩 和 杆 端 角 位 移 、 相 对 杆 端 线 位 移 、 荷 载 的 关 
点 平衡 方程 、 截 面 平衡 方程 ， 计 算 基 本 未 知 量 。 





9.2 节 给 出 了 等 截 





H 


j 直 杆 的 形 常数 和 载 常数 ， 对 于 任 一 等 截面 直 杆 ， 当 杆 两 端 同时 有 





角 位 移 、 线 位 移 和 荷载 


E 用 时 ， 即 可 根据 形 常 数 和 载 常 数 ， 利 用 县 加 原理 写 出 杆 件 杆 端 力 





的 表达 式 ， 此 表达 式 称 


为 等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 。 








1) 两 端 刚 结 (包括 


固定 ) 的 等 截面 直 杆 





图 9. 19 所 示 的 两 端 








固定 的 等 截面 直 杆 AB. A 端 有 转角 04， 





B 端 有 转角 09s，AB 两 端 














有 相对 线 位 移 A， 并 有 
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荷载 作用 ， 应 
Mas =4iagOa 

















形 常 数 和 载 常数 的 公式 并 秋 加 ， 可 
Min 





[得 








2iap0B Sima 
(9-5) 








Mm Ma 








2iapOa 





4ias0B 一 6iap u 


SE 位 移 法 





2) 一 端 刚 结 (包括 固 定 ) 、 一 端 铵 支 的 等 截面 直 杆 
图 9. 20 所 示 一 端 固定 、 一 端 铵 支 的 等 截面 直 杆 AB. A 端 有 转角 0s4，AB 两 端 有 相对 
线 位移 A， 并 有 荷载 作用 ， 应 用 形 常数 和 载 常数 的 公式 并 番 加 ,可 得 
R a 
Ms =3ins04—3ins? + Ms | oe 
Ma =0 
3) 一 端 刚 结 (包括 固定 )、 一 端 定向 支 座 的 等 截面 直 杆 
图 9. 21 所 示 一 端 固定 、 一 端 定向 支 座 的 等 截面 直 杆 AB，A 端 有 转角 904， 并 有 荷载 作 
用 ， 应 用 形 常 数 和 载 常 数 的 公式 并 释 加 ， 可 得 
Mau =i w0a + Mas l 
Mm = — 0a +Mia f 
式 (9-5) 一 式 (9-7) 即 为 等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 。 式 中 各 符号 的 意义 及 正 负 号 规 
定 同 前 。 














《y= 





2. 用 直接 平衡 法 计算 超 静 定 结 构 


通过 前 面 各 节 的 分 析 ， 可 以 明确 位 移 法 的 基本 方程 ( 即 典型 方程 ) 的 实质 ， 就 是 反映 原 
结构 结 点 和 截面 的 平衡 条 件 。 因 此 ， 也 可 以 利用 转角 位 移 方程 直接 由 原 结构 的 平衡 条 件 来 
建立 位 移 法 的 基本 方程 。 现 以 图 9. 22(a) 的 刚 架 为 例 来 说 明 这 一 方法 和 计算 步骤 。 

【 例 9- 7】 用 直接 平衡 法 计算 图 9. 22(a) 所 示 的 刚 架 ， 绘 出 M 图 。 

解 : (1) 确定 基本 未 知 量 。 此 刚 架 用 位 移 法 求解 时 有 两 个 基本 未 知 量 : 刚 结 点 C 的 转 
角 A,， 结 点 C. D 的 水 平 位 移 A，。 

(2) 列 各 杆 端 弯 矩 表达 式 。 


根据 等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 式 (9- 5)、 式 (9- 6), $ ia Siw = Eli, i= 
































EI å an EA 
SEI 一 2i， 各 杆 杆 端 灾 矩 表达 式 为 
Ma —4icA1 SA, 4i, ËA, 
lea 2 
My =2iad — SISA, —2iA, A, 
lea 2 à (a) 
Mo =3i{wð: =3(2i)A; 一 6iA) 
e T 2 - 232 
Mep ln g ~X4 1 20 
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(3) 建立 位 移 法 方程 。 相 应 于 结 点 C 的 转角 A; ， 取 结 点 C 为 隔离 体 [图 9.22(b)], 






































建立 力矩 平衡 方程 : 
EM:=0, Mo +Ma=0, Bp 
10iA1 — žia =0 (b) 
相应 于 结 点 C、D 的 水 平 位 移 A; ， 截 取 柱 顶 以 上 的 横梁 为 隔离 体 [图 9. 22(c)]， 建 立 
水 平 投影 平衡 方程 ; 
ZX=0, Va +V =0 (c) 
È 3EI D 
EI g z] y) ü 
A B e) 
aii Ny 
6m Mc. 
(a) (b) (c) 
图 9.22 
分 别 取 CA. DB 为 隔离 体 [图 9.22(c)]， 得 力矩 平衡 方程 : 
XEM. =0, va =— Mei Ma | 
$? 
$ > d) 
二 Mn 一 0， yo Mela] 
le 2 
将 式 (d) 代 大 式 (b) 得 
Mx +Ma +M +80=0 (e) 
再 将 式 (a) 代 入 式 (e) 得 
6iAi 一 3.75A: 十 80=0 (D 
(4) 解 联 立 方程 组 式 (b)、 式 (f) ,求解 个 、A: 。 
10iA1—3iAs=0 1 
6iA1—3. 754 +80=0| 
C 1894 2 得 A, =3. 16 +, A,=21.05 + 
1 
Ç 7 O H A, ARAR). 得 到 各 杆 端 实际 
(20) / FE: 
/ 
waNm  / Ma =—18. 95kN +m, MAx 一 一 25. 26kN + m 
A , B 
25.26 35.79 Moa =18.95kN +m, Mm=— 35. 79kN * m 
(6) 作 M 图 ， 如 图 9. 23 所 示 。 


图 9.23 
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本 章 讨论 了 用 位 移 法 计算 超 静 定 结构 问题 。 位 移 法 是 结构 分 析 的 另 一 种 主要 方法 ， 它 
既 可 计算 超 静 定 结构 内 力 ， 也 可 用 于 计算 静 定 结构 的 内 力 ( 显 然 ， 其 计算 过 程 要 比 用 静 力 
平衡 方程 求解 静 定 结构 烦琐 得 多 ) ， 而 力 法 只 能 用 于 超 静 定 结构 的 分 析 。 

位 移 法 的 计算 原理 是 以 结 点 处 的 独立 角 位 移 和 线 位 移 为 基本 未 知 量 ， 在 相应 的 基本 未 
知 量 处 人 为 地 附加 约束 而 将 原 结构 “离散 ”为 若干 个 单 跨 超 静 定 梁 (由 力 法 已 求 出 单个 杆 
件 的 杆 端 内 力 用 杆 端 位 移 表达 的 关系 式 )， 取 这 些 单 跨 梁 (单元 ) 作 为 计算 的 基本 结构 ， 这 
些 杆 端 位 移 应 与 其 所 在 结 点 的 其 他 杆 端 位 移 相 协 调 ， 然 后 利用 原 结构 在 荷载 和 结 点 位 移 的 
共同 作用 下 ,使 每 个 附加 约束 中 的 反 力 ( 反 力矩 ) 都 应 等 于 零 的 平衡 条 件 建立 位 移 法 的 基本 
方程 ,求解 此 方程 得 结 点 位 移 。 求 得 结 点 位 移 后 ， 原 结构 的 计算 就 转化 为 单个 杆 件 的 计算 
问题 了 。 

由 力 法 算出 单 跨 超 静 定 梁 在 杆 端 发 生 角 位 移 、 线 位 移 以 及 在 荷载 作用 下 的 杆 端 力 ， 是 
位 移 法 的 基础 。 将 单 跨 超 静 定 梁 ( 三 种 类 型 : 两 端 固 定 梁 、 一 端 固 定 另 一 端 链 杆 支 座 或 周 
定 匀 支 座 梁 、 一 端 固定 另 一 端 滑 动 支 座 梁 ) 在 杆 端 发 生 角 位 移 、 线 位 移 所 引起 的 杆 端 力 称 
为 形 常数 ， 将 单 跨 超 静 定 梁 在 荷载 作用 下 所 引起 的 杆 端 力 称 为 载 常数 。 

形 常数 中 应 用 到 了 线 刚 度 i 二 EIYLC 单 位 长 度 的 刚度 ) 的 概念 。 显然 ， 当 杆 件 的 刚度 不 
变 ， 杆 件 越 长 其 线 刚度 就 越 小 ;就 越 容易 被 弯曲 。 

用 位 移 法 计算 结构 时 ,确定 基本 未 知 量 ( 角 位 移 和 线 位 移 ) 是 学 习 中 重要 的 一 步 ， 应 重 
点 掌握 。 确 定 基 本 未 知 量 的 基本 假设 是 : 手 算 时 弯曲 直 杆 忽略 轴 力 、 剪 力 所 产生 的 变形 ; 
直 杆 弯曲 后 ， 两 端 之 间 的 距离 保持 不 变 。 确 定 基 本 未 知 量 的 方法 是 铵 处 弯 矩 为 零 ， 故 铵 
处 角 位 移 不 作为 基本 未 知 量 ， 抗 弯 刚 度 无 穷 大 ( 即 ET 一 ) 的 杆 端 结 点 处 不 产生 转动 ; 出 
于 静 定 部 分 的 内 力 可 由 平衡 条 件 求 出 ， 故 静 定 部 分 结 点 处 的 角 位 移 和 线 位 移 不 需 作 为 基本 
未 知 量 。 

位 移 法 的 基本 体系 在 荷载 (或 支 座 移动 ， 或 温度 改变 等 ) 及 结 点 位 移 作 用 下 ， 每 一 个 附 
加 约束 中 的 反 力 或 反 力 矩 都 应 等 于 零 ， 据 此 列 出 位 移 法 的 基本 方程 。 应 充分 理解 位 移 法 基 
本 方程 所 代表 的 平衡 条 件 的 意义 ， 以 及 方程 中 各 项 系数 及 自由 项 的 物理 意义 。 

充分 利用 结构 的 对 称 性 质 ， 选 择 对 称 的 基本 体系 进行 计算 。 在 荷载 对 称 或 反对 称 作 
时 ， 可 取 半 结构 或 1/4 结构 进行 计算 。 

求解 超 静 定 结构 的 两 大 基本 方法 一 一 位 移 法 与 力 法 有 相似 性 ， 了 解 它们 之 间 的 对 应 关 
系 可 以 有 助 于 学 习 到 科学 的 认 知 方法 。 表 9- 4 是 位 移 法 与 力 法 的 比较 。 


表 9-4 位 移 法 与 力 法 的 比较 









































项 目 位 移 法 力 法 
基本 未 知 量 独立 的 结 点 角 位 移 和 线 位 移 ， 基 本 未 | “多余 约束 中 的 反 力 和 反 力 矩 ， 基 
知 量 数目 与 超 静 定 结构 次 数 无 关 本 未 知 量 数目 等 于 超 静 定 结构 次 数 
基本 结构 人 为 地 增加 附加 约束 ， 以 “单个 杆 件 ”| ”去 掉 多 余 约 束 ， 以 “ 静 定 结构 ” 
X 为 位 移 法 计算 的 基本 结构 为 力 法 计算 的 基本 结构 
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项 目 位 移 法 力 法 





基本 结构 在 原 结构 荷载 及 结 点 位 移 共 | ”基本 结构 中 沿 每 一 个 多 余 未 知 力 
基本 方程 的 物理 意义 | 同 作用 下 ,每 一 个 附加 约束 中 的 附加 反 | 方向 的 位 移 与 原 结构 中 相应 的 位 移 
力 都 应 等 于 零 ， 实 质 上 是 静 力 平衡 方程 ”| 相等 ,实质 上 是 位 移 条 件 方程 


系数 的 物理 意义 刚度 系数 : 产生 单位 位 移 时 所 需 施加 






































B FERM MIENAS 
自由 项 的 物理 意义 “| 基本 结构 在 附加 约束 中 的 力 P- a 
应 用 范 任何 结构 超 静 定 结构 
关键 术语 


结 点 线 位 移 (joint linear displacement); 结 点 角 位 移 (joint angular displacement); B 
Ñf (rigid arm); 固 端 弯 矩 (fixed - end moment); 形 常数 (shape constant); 载 常 数 (load 
constant); 线 刚度 (linear stiffíness); f B (displacement method); 基本 结构 (basic 
structure); 基本 体系 (basic system); 位 移 法 的 基本 未 知 量 (primary unknowns in dis- 
placement method); 位 移 法 典型 方程 (canonical equation of displacement method); 无 侧 
移 刚 架 (rigid frame without sideways); 有 侧 移 刚 架 (Crigid frame with sideways); 转角 位 
移 方程 (slope - deflection equation) 。 


习 题 9 


一 、 思 考题 

1. 位 移 法 中 的 独立 结 点 角 位 移 和 线 位 移 是 如 何 确定 的 ? 有 哪些 根据 和 假设 ? 

2. 为 什么 铵 支 座 和 铵 结 点 处 的 角 位 移 可 以 不 选 作 位 移 法 的 基本 未 知 量 ? 

3. 为 什么 计算 内 力 时 可 采用 刚度 的 相对 值 ， 而 计算 位 移 时 则 需 采用 刚度 的 真 值 ? 

4. 在 力 法 和 位 移 法 中 各 以 什么 方式 满足 平衡 条 件 和 变形 连续 条 件 ? 

5. 为 什么 对 称 结构 在 对 称 荷 载 和 反对 称 荷 载 作 用 时 可 以 取 半 边 结构 计算 ? 荷载 不 对 
称 时 还 能 不 能 取 半 边 结构 计算 ? 

6. 对 称 结构 如 不 取 半 边 结构 ， 而 直接 利用 原 结构 用 位 移 法 计算 , 是否 也 能 利用 对 称 
性 简化 计算 ? 







































































二 、 填空 题 

1. 在 确定 位 移 法 的 基本 未 知 量 时 ， 考 虑 了 汇 交 于 结 点 的 各 杆 端 间 的 a 

2. 位 移 法 可 解 超 静 定 结构 、 解 静 定 结构 ， 位 移 法 的 典型 方程 体现 了 
条 件 。 

3. 杆 件 杆 端 转 动 刚度 的 大 小 取决 于 与 
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4. 图 9.24 所 示 刚 架 各 杆 线 刚度 i 相同 ,不 计 轴 向 变形 ,其 Ma = 
Ma=_  , 
5. 图 9. 25 所 示 结 构 ( 不 计 轴 向 变形 ) 的 Mu = 





9.24 9.25 





6. 位 移 法 典型 方程 中 各 副 系 数 是 关于 主 对 角 线 对 称 的 ， 即 i 二 GA). CHE 
依据 是 





T. 校 核 位 移 法 计算 结果 的 依据 是 要 满足 RIF 

8. 图 9.26 所 示 结 构 ( 除 注 明 外 ，ET 王 常数 ) 用 位 移 法 求解 时 的 基本 未 知 量 数目 ; 
(a) ; (b) ; (c) ; (d) ; (e) ; (f) ; 
(g) ; (b) 


(b) 
(d) 





(e) 
(2) h) 
图 9. 26 
9. 图 9.27 所 示 结 构 ( 除 注 明 外 ，ET 一 常数 ) 用 位 移 法 求解 时 的 基本 未 知 量 数目 ， 
(a) s (b) ; (c) ; (d) + Ce) ; (f) ; 
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~ 
(g) ;Ch o 
(g) (h) 
图 :9. 27 
10， 对 称 结构 在 反对 称 荷载 作用 下 产生 ”的 位 移 。 


11. 对 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 ， 处 于 对 称 位置 的 结 点 角 位 移 大 小 相等 ， 方 
向 





三 、 判 断 题 

1. 超 静 定 结构 中 杆 端 弯 矩 只 取决 于 杆 端 位 移 。( ) 

2. 位 移 法 中 角 位 移 未 知 量 的 数目 恒 等 于 刚 结 点 数 。( ) 

3. 位 移 法 是 以 某 些 结 点 位 移 作 为 基本 未 知 数 ， 先 求 位 移 ， 再 据 此 推 求 内 力 的 一 种 结 
构 分 析 的 方法 。(  ) 

4. 忽略 轴 向 变形 ， 图 9. 28(a) 所 示 结 构 的 弯 和 矩 图 为 图 9. 28(b)( Js 














(a) (b) 


FE 位 B 法 





5. 图 9. 29(b) 是 图 9. 29(a) 所 示 结 构 用 位 移 法 计算 时 的 MI 图 C  ) 
6. 图 9. 30 所 示 结 构 在 荷载 作用 下 的 弯 怎 图 形状 是 正确 的 . ( O 





(a) (b) 


图 9. 29 图 9.30 











7. 图 9. 31(a) 为 对 称 结构 ， 用 位 移 法 求解 时 可 取 半 边 结 构 如 图 9. 31(b) 所 示 。( ) 
8. 图 9.32(b) 为 图 9.32(a) 的 弯 和 矩 图 。( ) 














图 9.31 





图 9.32 


四 、 选 择 题 
1. 位 移 法 的 基本 未 知 量 是 ( Jz 
A. 结构 上 任 一 截面 的 角 位 移 和 线 位 移 
B. 结构 上 所 有 截面 的 角 位 移 和 线 位 移 
C. 结构 上 所 有 结 点 的 角 位 移 和 线 位 移 
D. 结构 上 所 有 结 点 的 独立 角 位 移 和 独立 线 位 移 
2. 用 位 移 法 计算 超 静 定 结构 时 考虑 了 ( b. 
A. 物理 条 件 、 几 何 条 件 和 平衡 条 件 























£ s 
SIISE SERIE 
~ 





= 
kl 


F 衡 条 件 
C. 平衡 条 件 与 物理 条 件 
D. 平衡 条 件 与 几何 条 件 
3. 在 位 移 法 典型 方程 的 系数 和 自由 项 中 ， 数 值 可 为 正 、 负 实数 的 有 ( D) 
A. 主 系数 B. 主 系数 和 副 系 数 
C. 主 系数 和 自由 项 D. 副 系 数 和 自由 项 
4. 位 移 法 的 适用 范围 是 (。”)。 
A. 不 能 解 静 定 结 构 B. 只 能 解 超 静 定 结 构 
C. 只 能 解 平面 刚 架 D. 可 解 任意 结 
5. 用 位 移 法 计算 静 定 、 超 静 定 结构 时 ， 每 根 杆 都 视 为 (  )。 
A. 单 跨 静 定 梁 
B. 单 跨 超 静 定 梁 
C. 两 端 固定 梁 
D. 一 端 固定 而 另 一 端 匀 支 的 梁 
6. 用 位 移 法 计算 刚 架 ， 常 引入 轴 向 刚度 条 件 * 即 “ 受 弯 直 杆 在 变形 后 两 端 距离 保持 
不 变 ”"。 此 结论 是 由 ( “) 假 定 导出 的 。 
A. 忽略 受 弯 直 杆 的 轴 向 变形 和 剪 切 变形 
B. 弯曲 变形 是 微小 的 
C. 变形 后 杆 件 截面 仍 与 变形 曲线 相 牌 直 
D. 假定 A 与 BB 同时 成 立 
7. 位 移 法 的 理论 基础 是 C…” )。 
A. 力 法 
C. 确定 的 位 移 与 确定 的 内 力 之 间 的 对 应 关系 
D. 位 移 互 等 定理 
8. 图 9. 33 所 示 结 构 用 位 移 法 计算 时 ， 其 最 少 的 未 知 数 为 (  )。 


4# 















































A. 1 B. 2 
人 3 D. 4 
9. 图 9. 34 所 示 结 构 用 位 移 法 计算 时 的 基本 未 知 量 数目 为 ( O. 
A. 8 B. 9 
& 10 D. 7 





图 9.33 图 9.34 
10. 图 9. 35 所 示 结 构 EI 二 常数 ,截面 C、D 两 处 的 弯 矩 值 (单位 : kN e m)Me, Mp 
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分 别 为 ( Je 
A. 1.0, 2.0 B. 2.0, 1.0 
G= 1, 6, = 20 D: =20 = 1.0 
11. 已 知 刚 架 的 弯 和 矩 图 如 图 9. 36 所 示 ，AB 杆 的 抗 弯 刚度 为 EI, BC EFIE RIEA 
2EI， 则 结 点 B 的 角 位 移 等 于 (  )。 











A. 10/(3ED B. 20/(ET) 
C. 20/(3ED D. 由 于 荷载 未 给 出 ， 无 法 求 出 
É 
8 9kN 


6m 


2m 


3m Im 


图 9.35 





12. 图 9. 37 所 示 对 称 刚 架 ， 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 正 确 的 半 结 构 为 (。”)。 





A. 图 (b) B. Elco) 
C. 图 Cd) D. 图 (@) 
G Ç M2 MI2 
(b) © C (©) 
9.37 


13. 已 知 图 9. 38 所 示 刚 架 EI 二 常数 , 支 座 E 下 沉 A， 则 Ma 为 ( )。 





图 9.38 
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五 、 计 算 分 析 题 
1， 试 确定 图 9. 39 所 示 各 图 用 位 移 法 计算 时 的 基本 未 知 量 ， 并 画 出 基本 结构 。 

















F ; H 





(1) a#0 (2) oF0 (1) “a+0 (2) a=0 


(c) (d) 





(1) 当 E4#eo (2) 当 E4=co 


(e) (6 (8) 
9.39 


2. 画 出 图 9. 40 所 示 结 构 的 基本 体系 ， JÉ H AEA i H ASA E ME T AY 25 kE EIEN T 
WEES ER. 
3. 用 位 移 法 计算 图 9. 41 所 示 连 续 梁 , 作 M 图 。 
位 移 法 计算 图 9. 42 所 示 无 侧 移 刚 架 ， 作 M 图 。 
位 移 法 计算 图 9. 43 所 示 有 侧 移 刚 架 ， 作 M 图。 
位 移 法 计算 图 9. 44 所 示 排 架 ， (EM. V. N 图。 
利用 对 称 性 计算 图 9. 45 所 示 刚 架 , MEM E. 
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各 杆 E= 常 数 
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A 9.40 
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图 9.45( 续 ) 
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Ersan) 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
掌握 DETALE 
结构 内 力 分 析 的 手 算 实用 法 熟悉 KE Sik 
理解 DD 值 法 
理解 LEELA] 
静 定 结构 与 超 静 定 结构 特性 é 静 定 结构 与 超 静 定 结构 特性 的 比较 
CFEREEA) 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
力矩 分 配 法 掌握 求解 无 侧 移 结构 
分 层 法 熟悉 求解 在 竖 向 荷载 作用 下 的 结构 
ER Sik hatos 求解 在 水 平 荷载 作用 下 的 结构 (横梁 刚度 大 ) 
D t&;k 理解 求解 在 水 平 荷载 作用 下 的 结构 (一 般 情 况 下 ) 
剪 力 分 配 法 理解 求解 排 架 等 结构 
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一 位 被 全 世界 土木 工程 领域 称誉 的 中 国人 


林 同 炎 ， 美 国 工程 科学 院 院士 。1912 年 11 月 出 生 ， 福建 省 福州 人 。1931 年 毕业 于 交通 大 学 唐山 工 
程 学 院 。1933 年 获 美国 加 州 大 学 硕士 学 位 。1933 一 1946 年 在 成 渝 铁 路 、 汗 缅 铁路 任 桥 梁 课 、 设 计 课 课 
长 。1946 年 定居 美国 ， 任 教 于 加 利 福 尼 亚 大 学 伯克利 分 校 。1953 年 创建 林 同 炎 设 计 事务 所 。1972 年 创 


建 林 同 炎 国 际 公司 ， 任 董事 长 。 





林 同 炎 是 美国 预 应 力 混凝土 学 会 创始 人 之 一 被 誉 为 预 应 力 先生 。 他 设计 的 代表 性 结构 物 有 : B+ 
山 莫斯科 尼 地 下 会 议 大 厅 、 金 门 大 学 礼堂 、 跨 度 396m 的 拉克 埃 查 基 曲 线 型 斜 拉 桥 。 设 计 的 路 桥 遍 布 世 


界 各 地 。 
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他 曾 获 美国 和 国际 多 种 奖赏 和 荣誉 称号 : 惠灵顿 奖状 、 贺 瓦 德 金 质 奖章 、 弗 雷 西 内 奖 、 伯 克利 奖 和 
名 誉 教 援 称号、 四 分 之 一 世纪 贡献 奖 等 。 

1931—1933 年 在 加 州 大 学 求学 期 间 ， 他 所 写 的 第 一 篇 论文 《直接 力矩 分 配 法 》， 素 动 了 美国 建筑 界 ， 
他 所 阐述 的 方法 被 命名 为 “ 林 氏 法 ”而 得 到 广泛 应 用 

1972 年 2 月 23 日， 尼加拉瓜 首都 马 拉 瓜 发 生地 震 ，, 市 中 心 511 个 街区 化 成 废 妨 ， 然 而 林 同 炎 设计 建 
造 的 位 于 地 震 震 中 的 一 座 60m 高 、18 层 的 美洲 银行 大 厦 碟 然 屹 立 。 就 在 它 前 面 的 街道 上 ， 地 面 上 下 错 动 
了 1/2in(lin 一 0. 0254m)， 但 这 座 18 层 的 大 厦 的 损坏 却 “ 仅 为 电梯 井 壁 联系 梁 开 裂 "。 林 同 炎 说 ， 他 在 设 
计 这 座高 楼 时 应 用 了 中 国 哲 学 中 “和 柔 能 克 刚 ”的 思想 ， 采 用 了 分 阶段 抗震 设计 ， 使 建筑 物 具有 和 柔性， 以 
和 柔 化 强 ， 故 能 在 强 震中 不 倒 。 美 国 同行 高 度 赞 扬 林 同 炎 在 建筑 中 应 用 中 国 哲学 “和 柔 能 克 刚 ”的 思想 ， 并 
尊称 他 为 “美国 预 应 力学 的 功勋 人 ”。 各 国 媒体 争 相 报 道 此 事 ， 世 界 建 筑 同行 纷 纷 向 林 同 炎 祝 贺 ， 从 此 ， 
林 同 炎 声 名 大 振 。 

ANTISENSE OENE E Akas aa aa aps 
静 定 结构 的 渐 近 法 。 

在 计算 机 出 现 以 前 ， 各 种 渐 近 法 与 近似 法 相继 出 现 ， 其 最 主要 的 将 直 就 是 避免 填 接 未 解 大 量 的 线性 
方程 组 。 渐 近 法 一 般 不 作 力学 上 的 简化 ， 而 仅 是 从 数学 求解 上 采 儿 逐步 温 近 精确 解 的 方法 。 近 似 法 一 般 
都 对 力学 模型 或 结构 变形 特点 作 一 定 的 简化 处 理 ， 从 而 可 以 很 快 得 到 所 需 的 内 力 ， 或 经 过 求解 较 少 的 方 
程 组 而 得 到 有 用 的 结果 ， 并 且 将 这 些 结果 制 成 表格 以 便 设计 处 员 直接 使 用 。 这 些 方法 一 般 都 具有 物理 概 

念 明确 ， 计 算 方法 简单 ， 便于 上 手 操作 等 特点 ， A 熟悉 这 些 方法 仍然 是 
结构 设计 人 员 必 须 掌握 的 基本 功 。 

多 高 层 结构 特别 是 框架 体系 ， EEAPRERRI SODAT, 由 于 水 平 侧 移 一 般 均 较 小 ， 
往 略 去 不 计 ， RARAN EDERE EWER RAR. 当 活 荷载 较 大 时 ， 可 采用 分 层 法 计算 。 
在 风 荷 载 与 地 震 力 (水 平 ) 作 用 下 的 内 凡 计算。 目前 多 采用 D MÈ IHN EON A 框 - 剪 结 
构 的 最 基本 手 外 方法 是 包 持 体系 偿 季 注 续 化 的 常 和 分 方程 估 (1 

本 章 将 对 上 述 儿 种 基本 雁 法 进行 介绍 。 


| 10. 1 力矩 分 配 法 


力矩 分 配 法 是 一 种 渐 近 法 ， 它 是 由 位 移 法 引申 出 来 的 。 当 仅 有 一 个 未 知 量 时 ， 它 与 位 
移 法 的 原理 完全 一 致 ， 但 计算 程序 上 要 比 位 移 法 简单 得 多 。 当 出 现 两 个 或 两 个 以 上 未 知 量 
时 ， 两 种 方法 从 概念 上 和 做 法 上 开始 呈现 不 同 ， 位 移 法 是 通过 解 联 立方 程 组 一 次 得 到 准确 
解 。 而 力矩 分 配 法 是 通过 无 穷 多 次 逐步 接近 的 方法 达到 准确 解 (理论 上 是 无 穷 多 次 ， 但 实 
际 操作 往往 只 要 两 次 即 可 ) 。 

L 3384 6583505 k RAR 


首先 通过 复习 位 移 法 来 引申 出 力矩 分 配 法 的 基本 概念 和 专用 符号 ( 先 给 符号 ， 最 后 说 
明 )。 图 10. 1(a) 所 示 结 构 采 用 位 移 法 求解 的 主要 结论 如 下 。 




















基本 未 知 量 为 转角 Zio 
Rie=Mi +Mi,=>;Mi=>MI 
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图 10.1 


M=Mr +Z M.. XF 1 点 相 邻 三 个 近 端 有 
Mx =M, +Z, 4i =M5,4 站 (=M =M, +u (CME) =M, +M, 
































M; =M} +Z: is =M, te (—M D =Mis Fp MD =M + Mi 














sj 
M, =M, +Z 3in=Mi + yy (MSM, Ha, (M =M, TM, 
通 式 为 : Mu =M +h CMD =M +M 


与 1 点 相连 的 三 个 远 端 ， 有 


Ma =M; +P Mi + OMD =M; +M, =M; +M; 
S 
































M, =M; —ss Z =M = 55 (CMD =M, —Mi,=Mh +M; 
Es; 


M, =0 
通 式 : Ma 一 Ma 十 CM 一 Mu 十 Ma 


去 OBRED 


一 1 《〈 远 端 定向 固定 ) 
0 “”“《 远 端 铵 接 ) 


C= 


现在 将 上 述 结果 归纳 如 下 : 





(10-1) 


(10-2) 


10-3) 





由 式 (10- DHE. SRAKA mS i Mu 等 于 该 杆 端的 固 端 弯 矩 My SS 
JE Mt, 81; 而 所 谓 分 配 弯 矩 MI 是 分 配 系数 pv 与 不 平衡 弯 矩 MI 乘积 ， 并 加 以 负 号 ( 称 为 














反 号 分 配 ) 。 分 配 系 数 ju 为 : 





(10-4) 
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式 中 ，su 称 为 杆 端的 转动 刚度 ， 由 式 (10 - 5) 看 到 ,转动 刚度 视 远 端 支承 的 不 同 而 不 
一 样 ， 有 


Biu 〔 远 端 简 支 ) (0-5) 
i 《〈 远 端 定向 ) 
所 谓 不 平衡 弯 矩 Mr， 它 实质 就 是 1 结 点 的 固 端 弯 矩 总 和 ， 即 
Mi =>MI, 
ARAO- DAIA. mS E Mu FTA mm 8346382538 Ma 之 和 ， 所 谓 传 
递 变 矩 即 传递 系数 C 与 分 配 弯 矩 M 人 的 乘积 ， 它 体现 了 近 端 得 到 分 配 弯 矩 之 后 传 到 远 端 的 
一 部 分 弯 矩 ， 传 递 系数 C 视 远 端 支承 情况 的 不 同 按 式 (10 - 3) 选 用 。 
一 旦 杆 的 近 端 弯 矩 与 杆 的 远 端 弯 矩 得 到 以 后 ， 利 用 弯 矩 图 的 分 段 乔 加 原理 ， 即 可 得 到 
该 杆 件 的 弯 矩 图 ， 每 根 杆 件 都 如 此 处 理 ， 结 构 弯 延 图 便 可 得 到 。 
从 物理 概念 上 讲 ， 上 述 分 析 相当 于 两 个 过 程 ， 一 闭 与 三 松 ， 闭 相当 于 加 上 刚 臂 ， 此 时 
各 杆 端 出 现 固 端 弯 矩 ， 然 后 一 松 ， 相 当 于 将 刚 臂 转 一 角 ,- 此 时 近 端 各 得 一 分 配 弯 和 矩 ， 远 
端 得 以 传递 弯 矩 ， 固 端 弯 矩 与 分 配 弯 矩 或 传递 弯 答 之 和 即 为 杆 端 弯 矩 。 
从 计算 程序 上 讲 ， 可 以 抛弃 位 移 法 的 整个 过 程 ， 既 不 要 绘图 也 不 要 求解 方程 ， 而 是 首 
先 计 算 分 配 系数 /和 固 端 弯 矩 M ， 然 后 求 不 平衡 弯 矩 并 反 号 分 配 到 各 杆 近 端 ， 将 分 配 弯 
矩 传递 到 各 对 应 的 远 端 ， 再 将 杆 端 前 后 所 得 到 的 弯 矩 取代 数 和 即 为 该 杆 端的 总 弯 矩 ， 最 后 
通过 分 段 释 加 得 弯 和 矩 图 。 
力矩 分 配 法 是 林 同 炎 于 -了 933, 年 (21 岁 ) 在 美国 攻读 硕士 学 位 时 创造 的 计算 方法 ， 发 表 
的 硕士 论文 “A Direct Method bf Moment Distribwtion”"， 秦 动 了 美国 建筑 界 ， 被 命名 为 
“ 林 氏 法 ”。 
【 例 10 - 1】 用 为 矩 分 配 法 作 图 10.2Ca) 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 。 
解 : (1) 计算 分 配 系 数 。 


Ai 〔 远 端 固定 ) 
SI 一 























san ian 4x2 d 
e= Sss lim ti liw AX2F3X3 FIXI 0 
3x3 ES N 4x1 _ 

Wr TX23X3T4X1 O 人， Ap 4X<23X3T4X1 19 








(2) 计算 固 端 弯 矩 。 





Mi 一 总 一 区 这 6 一 75kN +m, Mh =—75kN + m 
Mic—— 暑 一 一 3 一 一 60kN + m, Mi 一 0 
Mm 一 Mo 一 0 


(3) 将 分 配 系数 与 固 端 弯 和 矩 分 别 填 人 图 10. 2(c) 中 。 
(4) 求 A 点 的 不 平衡 弯 矩 ， 并 反 号 分 配 于 各 相 邻 杆 端 [图 10. 2(c)] 。 
Mi =2>M =75—60=15kN +m 
Miş =0. 38X (—15)=—5. 7kN * m 
Mic =0. 43X (—15)=—6. 4kN +m 
Mip 一 0.19X( 一 15) 一 一 2. 9kN * m 
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100kN 








30kN/m 


4m 






































A 10.2 


(5) 将 分 配 弯 矩 传 递 到 各 自 的 远 端 [图 10. 2(c)]。 
Mia =t My =W= —2. 9 


Mi =M = 2.9/2=—1.4 


2 


Ma =0 


(6) AERE ET S E di 228 3 yu s ask e p EARRA AATAS, TE 
TB 443 ET AS EA F 10.2(b)rh. Jfk BRE TSA S ER. 


方法 。 
2. 力矩 分 配 法 解 连续 梁 


上 述 全 部 过 程 完全 可 在 图 10.2(c) 与 (b) 中 进行 ， 因 此 力矩 分 配 法 是 一 种 很 简捷 的 


【 例 10 - 2〗 用 力矩 分 配 法 作 图 10. 3(a) 所 示 连 续 梁 的 弯 矩 图 ， 并 求 出 各 支 座 的 反 力 。 
解 : 本 题 有 两 个 刚 结 点 ， 按 位 移 法 计算 需 加 两 个 刚 臂 ， 用 力矩 分 配 法 计算 时 就 需要 在 
B 点 、C 点 两 处 进行 分 配 ， 当 B 点 刚 臂 松动 时 (B 点 进行 力矩 分 配 )?C 点 刚 辟 必须 起 到 阻止 
转动 的 作用 ， 而 C 点 松动 时 (C 点 进行 力矩 分 配 )B 点 又 重新 闻 定 不 动 ， 只 有 这 样 力 矩 分 配 
法 的 原则 才能 一 直 进 行 下 去 ， 正 是 由 于 遵循 这 一 原则 ,传递 弯 矩 将 始终 存在 ， 从 理论 上 讲 


这 将 是 一 个 无 限 循环 的 过 程 ， 但 从 实 

















角度 出 发 ， 各 结 点 进行 两 轮 分 配 后 其 结果 基本 上 就 


可 以 满足 工程 需要 ， 当 最 后 一 轮 分 配 完 毕 后 就 不 要 再 进行 传递 。 


(1) 计算 分 配 系数 。 


由 于 梁 的 ET 相同 ， 但 各 梁 跨 度 不 同 ， 因 此 各 粱 线 刚 度 不 同 ， 计 算 时 可 略 去 ET. 


























axt o axd I 
Ka 了 0.545, pm er 0. 455 

5 6 5 6 

axt 3x4 
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(d) 


A 10.3 


(2) 计算 固 端 弯 矩 ， 
WE =— Pa. A2 XI 一 一 86.4kN + m 


p 5 











Ma = gt 1202237, 6kN 。m 


30x6 _ 


à Ë 
Mk=— 127 12 —90kN * m 
Mfp =90kN * m 


Mi=- 2AE 60kN m 
Mr =0 

(3) 分 配 与 传递 。 
B. C 点 分 配 时 由 哪 一 点 开始 都 可 以 ， 但 为 使 收敛 加 快 ， 一 般 由 不 平衡 弯 矩 绝对 值 较 
大 者 开始 ， 本 例 中 可 自 BB 点 开始 ,然后 C 点 再 分 配 ， 过程 见 图 10. 3(b)。 当 B 结 点 第 一 轮 
分 配 后 ， 传 给 C 点 7. 4kN * m 的 一 个 弯 和 矩 ， 此 时 C 点 的 不 平衡 弯 和 矩 应 为 90 一 60 十 7. 4 一 
37. 4EN，m， 然 后 再 分 配 ， 当 传 给 BB 点 一 8. 8kN * m 的 力矩 后 ， 此 值 即 为 B 点 新 的 不 平 
衔 弯 矩 ， 需 将 它 重 新 分 配 ， 到 这 时 B 点 已 分 配 两 轮 , 传 给 C 点 2kKN， m 后 , C 点 做 最 后 一 
次 分 配 ， 至 此 分 配 传递 工作 即 认为 结束 ， 不 要 再 继续 传 给 B 点， 从 分 配 数据 值 的 大 小 看 
233 
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到 ， 此 时 已 在 1EN，m 以 下 , 误差 在 1%~~2% 左 右 ， 从 工程 实用 角度 看 是 可 行 的 。 


(4) 作 MM 图 与 V 图 。 











据 弯 矩 与 荷载 可 作 剪 力图 [图 10. 3 
一 omNm 2 
A il B i=l € 





J am | m fim} 


4 AAN es 解 : 本 题 主要 解决 带 伸 出 端 和 结 点 含有 集中 力 
偶 的 连续 梁 如 何 使 用 力矩 分 配 法 。 此 处 仅 给 出 常 


0.571 
0 0 10 20 


86 — 171|129 
86 17.1 | 22.9 20 


(c) 





MËH(kN:.m) 


四) 

图 10.4 
3. 力矩 分 配 法 解 多 层 多 跨 刚 架 
多 层 多 跨 刚 架 在 竖 向 荷载 作用 











最 后 将 每 一 杆 端 弯 矩 相 加 求 和 即 可 得 到 杆 端 最 终 弯 和 矩 ， 弯 和 矩 图 如 图 10. 3(c) 所 示 ， 根 





(d)]。 根 据 支 座 结 点 竖 向 平衡 ， 可 求 得 各 支 座 反 力 。 
本 题 竖 向 支 座 反 力 自 左 向 右 分 别 为 71kN、 
138. 9kN, 170. 3kN、39.8kN， 总 和 为 420kN, 与 
坚 向 荷载 平衡 。 
【 例 10 - 3】 用 力矩 分 配 法 解 图 10.4(a) 所 示 连 
R, EBER 












































的 简要 方法 ， 其 他 方法 讨论 略 去 ， 有 关 伸 出 端的 处 
理 可 采用 图 10.4(b) 的 方式 ,将 静 定 的 伸 出 部 分 去 
掉 代 之 以 集中 力 与 集中 力 偶 ， 集 中 力 仅 对 支 座 C 有 
影响 而 对 梁 弯 矩 无 影响 ， 力 偶 可 视 为 荷载 ， 此 时 C 
HRA EE, ADRA: 


4i _ =A 
4 了 4 十 下 一 0 571， ppc 十 


计算 固 端 弯 矩 时 ， 除 C 截面 应 有 正 的 杆 端 弯 矩 
20kN +m 外 ， 它 将 引起 .也 点 右 侧 截面 正 的 固 端 弯 矩 
(20/2=10kN “mm)> 支 座 妃 上 的 集中 力 偶 40kN，m 
可 作为 力矩 直接 参加 分 配 (不 变 号 ) 而 不 再 记 入 固 端 
弯 矩 内 。 本 题 计算 B 结 点 分 配 弯 矩 时 ， 总 和 为 40 一 
10=30kN + m， 分 至 点 左 侧 截面 17. 1kN。m， 分 
到 也 点 右 侧 截面 12. 9kN。m， 传 递 后 即 得 到 各 杆 端 
弯 矩 ， 弯 矩 图 示 于 图 10. 4(d) 中 。 





0. 429 


下 用 力矩 分 配 法 求解 是 比较 有 效 的 ， 但 由 于 刚 结 点 很 














多 ， 分 配 传递 的 过 程 很 容易 混乱 ， 为 此 一 般 常 采用 同时 分 配 ， 同 时 传递 的 程序 ， 即 分 配 时 
每 一 结 点 都 作 分 配 ， 当 所 有 结 点 分 配 完毕 以 后 ， 再 进行 传递 ， 各 杆 件 又 同时 进行 ， 全 部 传 
递 结束 后 ， 再 进行 第 二 轮 分 配 ， 并 且 到 此 为 止 ， 通 过 求 和 便 可 得 到 各 杆 端 最 后 弯 矩 。 

对 于 对 称 的 多 层 多 跨 刚 架 在 对 称 荷载 作用 下 采用 力矩 分 配 法 从 理论 上 讲 是 正确 的 ， 但 
对 于 非 对 称 荷载 ， 这 种 计算 只 能 是 近似 的 。 








【 例 10- 4】 用 力矩 分 配 法 解 
刚度 ) 。 





























图 10.5(a) 所 示 两 层 三 跨 刚 架 ( 圆 圈 中 数字 为 相对 线 











解 : 由 于 结构 对 称 荷载 对 称 ， 故 取 图 10. 5(b) 所 示 半 刚 架 进行 计算 ， 但 中 跨 线 刚度 要 














乘 2 变 为 0. 64。 
(1) 计算 分 配 系数 。 
以 顶层 为 例 : 
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28.8kN/m__252kN/m __ 28.SkN/m 28 8kN/m__ 25 2kN/m 
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Sit 192kN/im $ 





















19.2kN/m| 





























A 
O ej 
21.6kN/m AL 19.2kN/m 
Hy P 
Ao 
PP 7 
j 6.9m 6.9m 1.35m] 
(a) (b) 
A 10.5 
4260267 .0.4 Ae 4X1 R 
FAs 4X0.67 十 4XIT "° MNJ 4X0.67F4X1 ` 
4X1 _ 4X0.88 Saia 
Hna =IX1F4X0. 88 F0. 64 +U 0.48 


bb, 4X1+4X0. 88F0. 64 


到 0.64 x 
ne, 45 TT4x<0.88 F0. 617 01 08 
其 余 结 点 同样 计算 ,并 将 所 得 值 标 注 于 图 10. 6Ca) 的 相应 方 格 内 。 
(2) 计算 固 端 弯 矩 ;， 
以 2 层 为 例 : 


MR 一 二 X21.6X6.9: 一 85.7kN*m， Mn, =85. 7kN + m 


Mc, =—— 寺 X19.2X1.35’=—11.7kN + m 


其 余 各 层 同 样 计算 ， 并 将 所 得 值 标注 于 分 配 系数 的 下 方 。 
(3) 各 结 点 同时 分 配 。 
以 Bs 结 点 为 例 : 











Mi,a, =0. 34X [— (85. 7—11. 7)] 25. 2kN * m 











Mis, =M, =0. 3X [— (85. 7—11. 7)]=—22. 2kN * m 











Mi,c, =0. 06X [— (85. 7—11. 7)] 4. 4kN“。m 
(4) 各 杆 同时 传递 。 
以 AsAo 杆 为 例 ，As 端 得 到 分 配 弯 和 矩 45. 7kN + m, 传 给 As 端 1/2 EF 22. 9kN * m [ 见 
图 10. 6(a) 中 的 对 应 连 线 ]， 同 样 A, 端 得 到 分 配 弯 矩 24. 9kN + m 传 给 As 端 为 12. 5kN * m, 
(S) 进行 完 第 二 次 分 配 后 将 数值 前 后 相 加 求 和 即 可 得 到 各 杆 端 弯 矩 。 
根据 所 得 结果 绘制 弯 矩 图 ， 见 图 10. 6(b) 。 
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m~~ |125 -243 343 -11.1 
47 7. -11.4 -10.0 -1.9 
629 -629 88.7 —63.7 -25.1 
0.29 | 0.29 [042] [0.34 | 0.30 | 0.30 [ 0.06 pg 
-85.7 85.7 -11.7 
L 24.9 |249 359 -25.2 -22.2| -222 -44 
— 229 [133 -12.6 18.0 —213| -12.2 
-6.8 |-68 -10.0 52 47| 47 09 
41.0 |314 -724 83.7 -38.8| -29.7 -15.2 











0.37 | 0.33 


一 19.9 一 16.6 
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后) 
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[10.25 E 法 


考查 例 10 -4 中 各 层 柱 力矩 分 配 的 关系 ， 以 A:A:AAu 柱 为 例 ， 当 A; 点 得 到 一 分 配 力 
JE 45. 7KN + m 以 后 ， 传 给 As 结 点 22. 9kN。m， 该 力矩 在 A: 再 次 分 配 后 ， 传 给 下 柱 力矩 
为 22.9X0. 29=6. 6kN。m， 此 力矩 传 给 A1 结 点 只 有 3. 3kN * m， 然 后 继续 在 Al 点 分 配 ， 
给 Ai 下 柱 的 分 配 力矩 只 有 3. 3X0. 23=0. 76kN“。m， 再 传 到 A, 点 仅 剩 0. 38kKN，m。 这 虽 
然 是 一 个 特例 ,但 它 具 有 普遍 性 。 一 般 说 来 力矩 隔 层 影响 是 很 小 的 ， 基 于 这 一 点 ,分 层 法 
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将 原来 多 层 刚 架 [图 10. 7(a)] 的 每 一 层 视 为 一 个 独立 体系 ， 如 图 10.7(b) 所 示 ， 顶层 横 
梁 只 联系 顶层 柱 ， 而 其 余 横梁 则 只 联系 上 下 两 层 柱 ， 柱 端 均 取 为 固定 支 座 形式 。 由 于 各 柱 
端 ( 除 底层 外 ) 实 际 为 弹性 支承 ， 因 此 采用 固定 端 后 等 于 加 大 了 柱 的 刚度 ， 为 此 分 层 法 规 
定 ， 凡 弹性 支承 视 为 固定 端的 所 有 柱 ， 均 将 其 线 刚度 i 乘 以 0.9， 变 为 0.9i， 与 之 相应 的 


传递 系数 不 能 再 取 C= 让， 而 应 取 C= 二。 其 原理 简 述 如 下 . 











(a) 
10.7 


图 10. 8(a) 取 成 远 端 固定 ， 柱 为 0.9;. 此 时 上 部 转动 单位 角 时 ， 其 相应 力矩 为 3. 6i， 
保持 这 一 状态 (单位 角 和 3.6; 的 力矩 ), 但 远 端 实际 为 弹性 支承 (可 以 转动 )， 并 且 柱 的 实 
际 线 刚 度 应 为 i [图 10.8(b)]., MER Im S ER TRA. MERE 10. 8(c) 、(b) 两 图 状态 
相 加 得 到 图 10. 8(e) 的 状态 ， 实 质 上 图 10. 8(e) 就 相当 于 图 10. 8(b) (满足 上 部 单位 角 和 
3. 6 力矩 以 及 柱 线 刚度 为 二 和 远 端 弹性 支承 )， 直 图 10. 8(e) 中 可 得 到 远 端 弯 矩 与 近 端 弯 矩 





TEN PE- 1 
C= pe 

之 比 3. 64 \ 8 

3.6i 4i 0.4i 3.6i 

36i A —_ 

1 1 1 1 
+ = 
0.9; i i i i 
` * 2 0.87 R21 
(a) (b) (c) (d) (e) 
图 10.8 


分 层 法 中 各 独立 结构 一 般 可 按 力矩 分 配 法 去 求解 ， 解 完 后 ， 各 独立 结构 横梁 的 弯 矩 即 
为 原 结构 该 层 梁 的 弯 矩 ， 但 由 于 一 层 以 上 各 柱 均 使 用 了 两 次 ， 故 柱 的 弯 和 矩 应 为 两 者 之 和 。 
这 样 做 的 结果 一 般 都 会 使 梁 柱 相交 结 点 力矩 不 再 平衡 ， 如 差 值 很 大 可 再 进行 一 次 分 配 。 

【 例 10 - 5】 用 分 层 法 解 图 10. 9(a) 所 示 刚 架 。 取 i, 二 3i-。 

解 : 按 分 层 法 将 此 结构 分 为 三 个 独立 体系 ， 相 应 各 层 柱 的 线 刚度 要 乘 0. 9( 底 层 除 外 ) 。 
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EN 
SONFIANE 
Bd 








图 10.9 


由 于 结构 对 称 共 载 对 称 ， 因 此 每 一 独立 体系 者 可取 半 刚 架 进行 计算 .图 10. 10 给 出 了 用 力 
矩 分 配 法 解 各 层 刚 架 的 过 程 ， 其 中 国 端 榨 矩 M, 二 优 ， 由 于 每 个 单 层 体系 都 仅 有 一 个 刚 结 


点 ， 故 只 分 配 一 次 即 可 ， 柱 的 弯 抢 在 传递 中 取 :1/3， 只 有 底层 传递 为 1/2。 最 后 弯 矩 图 示 
于 图 10. 11 中 。 不 难看 出 左边 柱 各 结 点 力矩 不 能 满足 平衡 条 件 ， 这 是 由 于 柱 两 端 弯 矩 两 次 
累加 的 结果 。 就 本 题 而 言 A: 结 点 差 值 较 大 ， 必 要 时 可 再 分 配 一 次 。 
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B. -Mo . 
0.19Mo [0.19Mo 0.62Mo 0.31Mo 
0.9 —0.38Mo 1.31Mo 
A y : 9.06Mo 
© (9) 
< << 
A; 0.06Mo 
0.9 
z Ardo | A142 | A18, Bid 
a AY 020| ous 042 
3 B. FE Mi 
0.20Mo [0.18Mo 0.62Mo 0.31Mo 
1 —0.38Mo 1.31Mo 
Ag 
2 OT 
0.10Mo 
(e) 
图 10. 10 
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| 加 . 3 反 = = > 


作 多 层 多 跨 刚 架 在 水 平 结 点 荷载 ( 风 载 或 地 震 力 ) 作 用 下 的 弯 和 矩 图 ， 最 粗略 的 方法 是 反 
弯 点 法 。 这 种 方法 虽然 不 够 精确 但 作 图 十 分 简单 ， 在 进行 结构 的 初步 设计 时 是 一 种 很 有 效 
的 方法 。 该 方法 的 最 基本 假设 是 认为 所 有 横梁 的 刚度 同 柱 相 比 可 视 作 无 限 大 。 这 一 假设 当 
梁 的 线 刚度 大 于 3 售 柱 的 线 刚度 时 比较 准确 。 按 照 这 二 假设 ， 刚 架 在 发 生 侧 移 时 ， 各 个 刚 
结 点 均 不 发 生 转 动 ， 故 每 二 柱 的 反 弯 点 ( 弯 矩 为 零 的 点 ) 均 位 于 柱 的 中 点 [图 10. 12(a)]。 
将 第 i 层 第 j 根 柱 取出 ， 并 自 反 弯 点 处 将 柱 截断 [图 10. 12(b)]， 由 于 弯 z. K 





P, — 








u z k M 
=V — 上 
P, Mehz F ` 
z| £. MÇ iz |in Jma 
P, Es 
k= phi. wh 
EF MF 
@ 四 © 


图 10. 12 


M, =V, xt, M; =V; x4 
式 中 , hH i 层 的 层 高 。 由 此 看 出 只 要 求 出 柱 的 剪 力 ， 则 柱 的 弯 矩 立即 可 以 得 到 。 
当 所 有 柱 的 弯 矩 均 为 已 知 时 ， 梁 的 弯 矩 可 以 通过 结 点 平衡 求 出 ， 如 图 10. 12(c) 所 示 ， 当 柱 
端 弯 和 矩 求 出 后 ， 根 据 结 点 力矩 平衡 ， 有 




















EN 
SONFIANE 
Bi 





Me 十 Mr 一 ML 二 MT 
ME 与 Mi 的 值 应 按 梁 的 线 刚度 分 配 ， 有 


Ms =—#— (M; +My "| 





(10-6) 











M; =—š& Mi +M, f 


现在 解决 每 根 柱 的 剪 力 如 何 确定 的 问题 。 当 水 平 结 点 荷载 已 给 出 后 ， 各 楼 层 的 剪 力 
Vi 自 上 向 下 便 可 得 出 ， 有 





v= >>, (10-7) 


楼 层 剪 力 应 分 配 到 每 一 根 柱 上 ， 分 配 应 按 柱 的 线 刚度 值 进行 ， 分 配给 i 层 j 根 柱 上 的 
剪 力 应 为 ; 





Vs =_v, (10-8) 
>i; 
式 中 , ¿Ni 层 7 根 柱 的 线 刚 度 ， 而 之 六 为; 层 柱 线 刚度 的 总 和 。 之 所 以 能 如 此 分 配 是 
由 于 ; 层 各 柱 的 相对 侧 移 量 A 完全 相同 根据 结 点 无 转角 发 生 ， 每 根 柱 端 弯 矩 均 为 一 Si, 
12; 


且 上 下 两 端 相等 ， 所 以 每 根 柱 的 剪 力 均 为 访 芝 ， 因 为 hi 为 常量 ， 故 各 柱 剪 力 均 与 其 线 刚 


度 训 成 正比 ， 所 以 剪 力 应 按 线 刚度 分 配 。 

最 后 尚 需 说 明 的 是 ， 首 层 柱 的 反 弯 点 位 置 ， 由 于 支 座 为 固定 端 ， 而 一 层 横梁 的 刚度 相 
对 支 座 而 言 又 只 能 视 为 有 限 值 … 如 果 横 梁 刚 度 非常 小 时 ， 则 柱 的 反 弯 点 要 趋向 一 层 顶 前 
而 横梁 刚度 非常 大 时 ， 反 弯 点 位 置 又 趋向 一 层 的 中 部 。 所 以 一 层 柱 的 反 弯 点 位 置 应 在 h, 与 
0. 5h 之 间 ， 通常 取 2X3h 作 为 近似 值 。 
【 例 10 - 6〗 HES RAER 10. 13 RRRA SEE. 











图 10. 13 


f: D 求 楼 层 剪 力 。 
V,=12kN, V,=12+8=20kN, V,=20+4=24kN 
(2) 求 各 层 各 柱 剪 力 。 
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Vie =V =i 51X12—3. 64kN, Vow —#3X12=4. 73kN 
= l = ) L390 
Voe =V, =i 51X20=6. 06kN, Va =#3X20=7. 88KN 
Vi 一 TV 0.7 X24 一 7KN， Vu =L. x24=10kN 
E IE 0, 7FIFO:T7 n PETA 


(3) REEERE. 
Msz t =M =M t = Msgr =3. 64X2=7. 28kN * m 
Map: =M =4. 73X2=9. 46kN * m 
Mær =Mær =M: =M, £ =6. 06X2=12. 12kN * m 
Mant: = Manr =7. 88X 2=15. 76kN * m 














Mir =Ma, =7X-2-=11.67kN +m, Mar 一 Mkr 二 7 区 贡 一 23.33KN + m 
Mir =10x=16. 67kN * m, Mi =10X E33. 33kN * m 
柱 的 弯 矩 图 如 图 10. 13(b) 所 示 。 
(4) 根据 结 点 平衡 求 横梁 杆 端 弯 和 矩 。 
以 首 层 中 部 结 点 为 例 ， 梁 端 弯 和 矩 ， 
ME 一 Ma 








} X (15-76+16.67)=16.22kN *m 


梁 的 弯 和 矩 图 如 图 10. 13(b) 所 示 。 


| 加 . 4 Dp 值 法 


反 弯 点 法 比较 适合 于 强 梁 弱 柱 ( 梁 线 刚度 远大 于 柱 的 线 刚度 ) 的 情况 ， 但 从 抗震 角度 出 
发 ,希望 框架 是 强 柱 弱 梁 ( 梁 柱 线 刚度 相互 接近 ， 或 柱 的 线 刚度 大 于 梁 的 线 刚度 )， 此 时 再 
应 用 反 弯 点 法 误差 就 会 很 大 。D 值 法 也 是 用 来 计算 多 层 多 跨 刚 架 在 水 平 结 点 荷载 作用 下 的 
内 力 的 , 但 它 抛弃 了 横梁 刚度 无 限 大 的 假设 .认为 每 一 刚 结 点 都 会 发 生 转 动 和 侧 移 。 它 所 
取 的 基本 假设 是 ,规则 框架 的 所 有 刚 结 点 均 发 生 同 一 个 转角 e 和 同一 个 相对 水 平 侧 移 A。 
所 谓 规则 框架 是 指 跨度 相同 ， 层 高 相等 ， 所 有 梁 的 线 刚度 i, 全 相等， 所 有 柱 的 线 刚 度 i 全 
相等 的 刚 架 ， 以 这 种 刚 架 为 基础 ，D 值 法 给 出 了 求 每 根 柱 剪 力 的 方法 ， 和 确定 每 根 柱 反 弯 
点 ( 弯 矩 为 零 ) 位 置 的 计算 表格 ， 从 而 使 弯 矩 图 的 得 出 与 反 弯 点 法 基本 相同 ， 但 准确 度 却 比 
反 弯 点 法 高 得 多 。 

DD 值 法 的 关键 在 于 DD 值 的 概念 ， 所谓 某 根 柱 的 值 是 指 该 柱 上 下 端 发 生 单位 相对 位 
移 时 的 杆 端 剪 力 值 ， 此 值 又 称 为 柱 的 侧 移 刚度 或 抗 推 刚 度 。 如 果 第 i 层 第 j 根 柱 剪 力 为 V; 
而 柱 发 生 的 实际 相对 侧 移 为 A;( 图 10. 14) ， 该 柱 的 也 值 用 D， 表 示 ， 则 根据 上 述 定 义 ， 有 


D, =Y: 或 V,=D;iA, (a) 
考虑 到 i 141EBJ JJ Z UW S ix A K., 并且 各 柱 侧 移 量 应 相等 (横梁 长 不 变 )， 
则 有 
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= 
V,=XVV,=XD;,A,=A,>D; 
可 以 得 到 
二 
A= 55 (b) 
将 式 (b) 代 回 式 Ca)， 有 
= 号 (10-9) 


式 (10- 9) 表明 各 柱 剪 力 是 按 其 DD 值 的 大 小 进行 分 配 的 ， 因 此 只 要 有 了 各 柱 的 DD 值 ， 
各 柱 的 剪 力 就 可 确定 ， 同 时 还 可 通过 式 (a) 或 式 (b) 求 得 各 楼 层 的 相对 侧 移 量 。 

ij; 根 柱 的 侧 移 刚度 D; 可 以 参照 图 10. 14(b) 所 示 结 果 ， 通 过 转角 位 移 方程 得 到 。 由 
F 规 则 框架 各 结 点 转角 相同 的 假设 ， 因 此 柱 两 端 转角 均 应 取 p， 将 p 与 A, 代 入 转角 位 移 方 
Pu, 448 





Mi =M: =6i.p $ia 
y, = MiMe i a) w 


考虑 式 (a) ， 有 





(d) 
,xP 
M, i M, 
G) 
(c) 
M; 
A 
wÇ inin J Ma 
~/ 
MF 
(a) ©) (d) 
图 10.14 
根据 转角 相等 的 假设 ,考虑 图 10. 14(c) 有 
M,=6i,e (e) 


利用 结 点 平衡 [图 10. 14(d)]， 注 意 到 规则 框架 的 特点 ， 不 仅 所 有 结 点 转角 相同 ， 而 
且 各 层 相 对 侧 移 也 相等 ， 因 此 上 层 的 Mr 与 下 层 的 ML 具有 相同 的 值 。 因 此 可 得 


2M; +2M,=12(i.+is)y Hia, 0 








得 到 





mem e 





代 人 式 (d)， 求 得 
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1 z Fts 2+2 s. 2+K ni 
式 中 
a= ao- 
2+K 
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0) 


1) 


体现 了 结 点 转角 对 D 值 的 影响 ,因为 =1 时 恰好 相当 于 无 转角 (横梁 刚度 无 限 大 ) 时 


的 侧 移 刚度 。 式 中 





K=2 Ë ao- 
lz 
体现 了 梁 与 柱 线 刚度 之 间 的 比值 关系 ， 但 又 不 是 纯 比 值 : 


在 进行 实际 结构 计算 时 ， 梁 的 线 刚 度 可 能 不 相等 ， 此 时 一 般 取 平 均值 ， 具 体 计 算 a 





2) 


值 


可 遵照 表 10 - 1 进行 。 还 需 说 明 的 是 ， 表 10 - 1 中 首 层 公式 与 一 般 层 有 所 不 同 ， 是 由 于 首 


层 支 座 处 是 没有 转角 发 生 的 缘故 。 证 明 从 略 。 
表 10-1 ww 值 计算 公式 表 














层 边 柱 中 间 柱 a 
i h iz 
A is K 
一 般 层 A ñ u =K 
A Y Nai E 
K= Ta; S 2i. 
h hajg 
i i D 
首 层 | a= 93k 
? 2+K 
k-i Rati 











应 用 D 值 能 够 计算 出 每 根 柱 的 剪 力 值 ， 但 要 得 到 硒 
矩 图 还 必须 给 出 柱 的 反 弯 点 位 置 ， 忆 值 法 从 它 的 基本 候 
设 出 发 ， 通 过 对 称 性 的 利用 可 以 把 规则 框架 最 后 简化 为 
如 图 10. 15 所 示 的 刚 架 。 然 后 采用 力 法 可 以 得 到 准确 的 
SER. REEE. REM W V 为 已 知 ， 
则 反 过 点 高 度 y 就 可 反 求 出 。 

为 了 便于 制 表 ， 可 取 反 索 点 高 度 比 y, 二 六 ， 其 值 为 : 












































_ Mk, 
>x U Vh 
根据 不 同 的 结 点 水 平 荷载 不 同 层 数 的 框架 和 不 同 的 图 10.15 








人 
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~ 


玉 ， 通 过 计算 后 ， 制 成 一 系列 表格 ,计算 时 直接 查 表 10- 2 或 表 10 - 3 即 可 得 到 标准 的 反 


弯 点 高 度 比 。 表 10- 2 对 应 于 风 荷 载 (均匀 分 布 的 水 平 结 点 力 ); R 10 - 3 对 应 于 地 震 作 
( 倒 三 角形 分 布 的 水 平 结 点 力 )。 由 于 实际 结构 与 规则 框架 的 差别 ， 当 上 下 梁 的 线 刚 度 不 




















可 


时 或 上 层 层 高 与 下 层 层 高 同 本 层 层 高 不 同时 ， 可 按 给 出 的 表 10 - 4 和 表 10 - 5 进行 标准 反 
弯 点 高 度 比 的 修正 。 以 y, 表 示 梁 线 刚度 不 同 引 起 的 修正 值 ，y; 、% 分 别 表示 上 层 层 高 和 下 
层 层 高 与 本 层 不 同时 引起 的 修正 值 ， 这 样 ， 总 的 反 弯 点 高 度 比 若 用 y 表 示 ， 则 有 




















y 一 十 为 十 yo 十 ys (10-13) 
确定 了 柱 的 反 弯 点 高 度 比 后， 通过 式 (10- 14) 
M: =V yh MM =VA—5)h (10-14) 
便 可 求 得 柱 杆 端 弯 矩 ， 其 余 弯 和 矩 图 绘制 方法 和 反 弯 点 法 相同 。 
表 10- 2 均 布 水 平 荷载 下 各 层 柱 标准 反 弯 点 高 度 比 yo 
m x 0.1 0.2 | 0.3|0.4|0.5|0.6|0.7|08709|1.0|2.0|3.0|4.0| 50 
i 1 0.80 | 0.75 | 0.70 |0.65 |0.65 | 0. 60|」 0.60 小 0.60 | 0. 60 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0.55 
2 0.45 | 0.40 | 0.35 | 0.35 | 0. 35 |0. 354 040 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 
i 1 0.95 | 0.80 |0.75|0.70|0.65]0.65|0.65| 0. 60 | 0. 60 | 0. 60 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0.50 
3 0.15 | 0.20 | 0.20 | 0. 25/0, 30 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 35}-0<35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 
3 2 0.55 | 0.50 | 0. 4540-45 | Ô. 45 | 0. 45 | 0. 45,0545 | OMS5 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
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( 续 ) 
£ 0.51 0.6 | 0.7 | 0.8 09 101 2.013011 4401] 5.0 
0. 0. 20 | 0. 25 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0.45 
0. 0. 35 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0.50 
0. 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 
0. 0. 75 | 0. 70 | 0. 70 | 0. 65 | 0. 65 | 0. 65 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0.55 
0. 0. 25 | 0. 25 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 39 小 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0.45 
0. 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 40 | 074910. 40 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 
0. 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0, 45 h0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 40 | 0. 45 | 0. 4510. 45/0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 45 | 0. 454 0. 450. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 45 | 0.4 6»45 | o. 45 | 0. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | 0. 50 | o. 50 
0. 0. 50 0-50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. W; 75.0. 70 | 0. 70 | 0. 65,065 | 0. 65 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 
0:720 | 0. 25 | 0. 25 | 0. 30 | 0x30 |'0%35 | 0. 35 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 
0. 0. 35 | 0. 35 | Q. 35 [0x40] 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 40 | 0.40 | D 4010. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 40 07454-0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 75 | 0. 70 | 0. 70 | 0. 65 | 0. 65 | 0. 65 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 
0. 0. 25 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 
0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 40 | 0. 50 | 0. 50 
0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 55 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
0. 0. 75 | 0. 70 | 0. 70 | 0. 65 | 0. 65 | 0. 65 | 0. 60 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 
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11 | 一 0. 40| 0.05 | 0. 10 | 0. 20 | 0. 25 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 





10 | 一 0. 15| 0.15 |0. 25 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 
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3 0.00 | 0.25 | 0.30 | 0. 35 [9:40 0. 40 | 0. 40 | 0. 45.70745 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 





4 0.10 | 0.30 | 0. 3540.740 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 045 110x45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 

















以 7 0.30 / 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0245|0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 




















0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
中 间 | 0.40 | 0.40 |0. 45 |0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
4 | 0.45 | 0.45 | 0.45 |0. 45 | 0. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 
3 | 0.60 | 0.50 | 0.50 | o0. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 
2 | 0.80 | 0.65 |0. 60 [0.55 |0. 55 | o. 50 | o. 50 | 0. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | 0. 50 | o. 50 
F 1| 1.30 | 1.00 | 0. 85 | 0. 80 | o. 75 | o. 70 | o. 70 | o. 65 | o. 65 | o. 55 | o. 55 | o. 55 | o. 55 | o. 55 





表 10-3 倒 三 角形 荷载 下 各 层 柱 标准 反 弯 点 高 度 比 yo 







































































































































































第 10 副 ”多 高 层 结构 内 力 分 析 的 手 算 实用 
( 续 ) 
m K 0.1 0.2 | 03/04/05] 06/07/08|/09|10|/20|30]40] 50 
3 [0.25 | 0.25 | 0.25 |0. 30 [| 0. 30 | 0. 35 | o. 35 | 0. 35 | o. 40 | o. 40 | o. 45 | o. 45 | o. 45 | 0. 50 
3 2 0.60 | 0.50 | 0.50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
1 [1.15 | 0.90 |0. 80 | 0.75 | 0.75 | o. 70 | o. 70 | 0. 65 | o. 65 | o. 65 | o. 60 | o. 55 | o. 55 | o. 55 
4 0.10 | 0.15 | 0.20 | 0. 25 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 
3 0.35 | 0.35 | 0.35 |0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
s 2 0.70 | 0.60 | 0.55 |0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
下 1.20 | 0.95 | 0.85 |0.80 |0.75|0.70|0.70|0.70|0.65 | 0, 65 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0.50 
5 —0. 05| 0.10 | 0. 20 | 0. 25 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 35 | 0.3510. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 
4 0.20 | 0.25 | 0.35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 404 OS£0Y 0 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
5 3 0.45 | 0.40 | 0.45 [| 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0°45 0+45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
2 0.75 | 0.60 | 0.55 [0.55 Į 0. 50 | 0. 50 | 0; 50 0.50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
1 [1.30 | 1.00 [0.85 |0. 80 | 0.75 | 0.79 Pó. 7010. 65 | o. 65 | o. 65 | o. 65 | o. 55 | o. 55 | o. 55 
6 一 0. 15| 0.05 | 0. 15 | 0. 20 | 0. 2540430 |\0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0.45 
5 0.10 | 0.25 | 0.30 | 0. 354.0>35¥ 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0.45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
4 0.30 | 0.35 |0.40| 0.40 10.45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45440-454 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
° 3 0.50 | 0.45 |0. 4510:45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 4510:45] 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
2 | 0.80 | 0.65 | 0.455| 0. 55 [0.55 | 0. 55 | 0>60 |.0.50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 
1 1.30 | K000. 85 | 0. 80 | 0. 75 |:9-70-}-0.70 | 0. 65 | 0. 65 | 0. 65 | 0. 60 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 
7 —0%20| 0.05 | 0. 15 | 0. 20 | 0. 25 | 0: 30°] 0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0.45 
6 0.05 | 0.20 | 0.30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
5 0.20 | 0.30 | 0.35 [0.40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
了 4 0.35 | 0.40 | 0.40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 
3 0.55 | 0.50 | 0.50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
2 0.80 | 0.65 | 0. 60 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
1 1.30 | 1.00 | 0.90 [| 0. 80 | 0.75 | 0. 70 | 0. 70 | 0. 70 | 0. 65 | 0. 65 | 0. 60 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 
8 一 0. 20| 0.05 | 0. 15 | 0. 20 | 0. 25 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0.45 
T 0.00 | 0.20 | 0.30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
6 0.15 | 0.30 | 0.35 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
5 0.30 | 0.45 | 0.40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
š 4 0.40 | 0.45 | 0.45 | 0.45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 
3 0.60 | 0.50 | 0.50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
2 0.85 | 0.65 | 0. 60 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
1 [1.30 | 1.00 |0. 90 | 0. 80 | o. 75 | o. 70 | o. 70 | o. 70 | o. 65 | o. 65 | o. 6o | o. 55 | o. 55 | o. 55 















































AN 
SITES 


































































































*— 
( 续 ) 
m K 0.1 0.2 | 0.3|0.4|0.5|0.6|0.7|0.8|0.9|1.0|2.0|3.0|4.0|5.0 
n 

9 一 0. 25| 0.00 | 0. 15 | 0. 20 | 0. 25 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 
8 0.00 | 0.20 | 0.30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
7 0.15 | 0.30 | 0.35 | 0.40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 
6 0.25 | 0.35 | 0.40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 

9 5 0.35 | 0.40 | 0.45 | 0.45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
4 0.45 | 0.45 | 0.05 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
3 0.65 | 0.50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0550 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
2 | 0.80 | 0.65 [0.65 |o. 55| 0.55 | o. 55 | o. 55 | o. 50 | oz500. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 
1 | 1.35 | 1.00 | 1.00 | o. 80 | o. 75 | o. 75 | o. 70 | o. 70 ho. 65 | o. 65 | o. 60 | o. 55 | o. 55 | o. 55 
10 | 一 0. 25| 0.00 | 0. 15 | 0. 20 | 0. 25 | 0. 30 | 0.30 10. 3540. 35 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 
9 —0. 05| 0. 20 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 40.0. 26'}0. 40 | o. 40 | o. 45 | 0. 45 | 0. 50 | o. 50 | 0. 50 
8 0.10 | 0.30 | 0.35 | 0.40 | 0.40 0.400. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 
t 0.20 | 0.35 | 0.40 | 0. 40| 0.45.|0.45 | 0. 45 | 0.45 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 
6 0. 30 | 0.40 | 0.40 | 0.451 0:45| 0. 45 | 0. 45 | 0. 450>453 0. 50 | 0. 50 | o. 50 | o. 50 | 0. 50 

5 | 0.40 | 0.45 |0. 450-45 | 0. 45 | o. 45 | o. 454-6>5a | ó. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | 0.50 | 0. 50 
A | 0.50 | 0.45 FošasFo. 45 | o. 50 | o. 50 | o>50 |,6.50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 
3 0. 60 | 0. 55 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 位-50-|0.50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
2 | 0.850. 65 |o. 60 | 0. 55 | 0. 55 | o: 55 o. 55 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 
1 |1.35 | 1.00 |0. 90 |0. 80| 0.75 | 0.75 | o. 70 | o. 70 | o. 65 | o. 65 | o. 60 | o. 55 | o. 55 | o. 55 
11 | 一 0.25| 0.00 | 0.15 | 0. 20 | 0. 25 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 30 | 0. 35 | 0. 35 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0.45 
10 |—0.05| 0.20 | 0.25 | 0. 30 | 0.35 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
9 0.10 | 0.30 | 0.35 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
8 | 0.20 | 0.35 | 0.40 | 0. 40 | 0. 45 | 0. 45 | o. 45 | o. 45 | o. 45 | o. 45 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 
7 | 0.25 | 0.40 [0.40 [0.45 | 0. 45 | o. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | o. 50 | 0. 50 

12 6 0.35 | 0.40 | 0.45 | 0.45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 
5 0.40 | 0.44 | 0.45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
4 0.50 | 0.50 | 0.50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
3 0.65 | 0.55 | 0.50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
2 0.85 | 0.65 | 0. 60 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 55 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 
3 1.35 | 1.50 | 0.90 | 0. 80 | 0. 75 | 0. 75 | 0. 70 | 0. 70 | 0. 65 | 0. 65 | 0. 60 | 0. 55 | 0. 55 | 0.55 
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m 
° 
t 
` 
° 
w 
S 
° 
Š 
e 
加 
2 
° 
> 
Ë 
2 
5 
° 
e 
加 


45 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 





6 0.30 | 0.40 | 0.40 | 0.45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 45 | 0. 50 











中 间 | 0.45 | 0.45 | 0.50 | 0. 45 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0,50 ho. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 





4 0.55 | 0.50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.5010. 50 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 





3 0.65 | 0.55 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 5040. 50170. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0. 50 | 0.50 

































































0.7 |0.20[|0.15 [0.10 | 0.10 j 0.10 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0. 05 | 0.00 | 0.00 | 0.00 





0.8 |0.15 | 0.10 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 















































0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0. 00 | 0.00 | 0. 00 | 0.00 | 0.00 | o.oo | 0.00 | o.oo | 0.00 | 0. 00 
: 对 于 底层 柱 不 考虑 a 值 ， 所 以 不 作 此 项 修正 。 
表 10-5 上 下 柱 高 度 变化 时 的 修正 值 y 7 ys 














a 0.1 | 02 |0.3|0.4|0.5|0.6|0.7|0.8|0.9|1.0|2.0|3.0|4.0|5.0 
Gs 

2.0 0.25 | 0.15 |0.15|0.10|0.10|0.10|0.10|0.10|0.05|0.05|0.05|0.05| 0.0 | 0.0 

1.8 0.20 | 0.15 | 0. 10 | 0. 10 | 0. 10 | 0. 05 | 0. 05 | 0. 05 | 0. 05 | 0.05 | 0.05 0.0 | 0.0 | 0.0 





1.6| 0.4 | 0.15 | 0.10 |0. 10 | 0.05 | 0. 05 | 0. 05 | 0. 05 | 0. 05 | 0.05 | 0.05f 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 





1.4| 0.6 | 0.10 | 0.05 | 0.05 Į 0.05 Į 0.05 | 0.05 Į 0.05 | 0.05|0.05| 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 
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Op 01 | 0.2 |0.3|0.4|0.5|0.6|0.7|0.8|0.9|1.0|2.0|3.0|4.0|5.0 
G 











0.8| 1.2 | 一 0.05| 一 0.05| 一 0.0 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 |0.0|0.0|0.0 





0.6| 1.4 | 一 0. 10| —0.05|—0.03 —0. 05| 一 0. 05| 一 0. 05| 一 0. 05| 一 0. 05| —0. 05| —0. 05| 0.0 | 0.0 | 0.0 |0.0 
























































WŒ: y 按 w 查 表 求 得 ， 上 层 较 高 时 为 正 值 。 但 对 于 最 上 层 ， 不 考虑 y: BEH. y ia 查 表 求 得 ， 
对 于 最 下 层 ， 不 考虑 ys 修正 值 。 


【 例 10-7】 用 吃 值 法 解 例 10-6 所 示 刚 架 (图 10.16)， 并 作 弯 矩 图 。 





12kN 


11.20. 








(a) 





图 10. 16 


解 : (1) 各 层 柱 DD 值 的 计算 ( 见 表格 10- 6 与 表 10-7) 
表 10-6 2~3 层 也 值 计算 





























# S D=ai 
边 柱 Hoz Fs=0.5 0.5X1X42=0.375 
中 间 柱 = 08 A 606 0. 606X 1. axso. 591 
2—3 层 总 卫 值 为 : 


XD=2X0. 375 十 0. 591 一 1. 341 
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表 10-7 KEDAHA 




















首 层 总 卫 值 为 ， 
ED=2X0. 232 十 0. 36=0. 824 
(2) 各 柱 弯 矩 的 计算 见 表 10 -8。 
表 10-8 HSEWHAR 





















































` Dy = = 
层 tE V, >D; Dy Vy =E" K y M. Mx 
边 柱 0.375 3.36 2 0.45 7.39 6.05 
38 —— 12 1.341 
中 柱 0. 591 5, 28 3.08 0.45 11.62 9.50 
边 柱 0.375 5.60 2 0.50 11.20 11.20 
28 ——— % 1.341 
中 间 柱 0.591 8.81 3.08 0.50 17.62 17.62 
边 柱 05232 6.76 2.86 0.56 14.87 18. 93 
首 层 24 0.824 
中 柱 0.36 10.49 4 0.55 23.60 28.84 


以 3 层 边 柱 为 例 , 该 层 总 剪 力 Vi = 12kN, 总 卫 值 为 1.341, WE D 值 为 0. 375, 
因此 
0.375 
1.341 
由 也 值 计算 表 中 查 得 3 层 边 柱 玉 一 2， 利 用 表 10 - 3( 8] = üJ t 304 H F tpi z 2 
点 高 度 比 ) 查 出 3 层 框架 第 3 层 的 wm 值 为 0. 45， 这 根 柱 的 w 值 按 所 给 条 件 可 不 进行 修正 ， 
故 7> 一 % 三 0.45， 最 后 得 到 这 根 柱 的 下 、 上 端 弯 矩 : 
MF 王 3.36X0.45X4 一 6.05kN。m 
ML 一 3.36X0.55X4 一 7. 39kN * m 
(3) 柱 的 弯 矩 得 出 后 ， 梁 的 弯 矩 与 反 弯 点 法 相同 ， 可 由 结 点 平衡 求 出 。 最 后 弯 矩 图 示 
于 图 10. 17(b) 。 
将 也 值 法 所 得 结果 [图 10. 16(b)] 与 反 弯 点 法 所 得 结果 [图 10. 13(b)] 对 比 ， 可 以 
看 出 ，2 层 弯 矩 值 较为 接近 ， 但 首 层 与 3 层 差别 较 大 ， 这 正 是 反 弯 点 法 不 足 之 处 。 





Va = X12=3. 36kN 















































10. 5 剪 力 分 配 法 


等 高 多 跨 的 单 层 工业 厂房 排 架 [图 10. 17(a)] 虽然 属于 多 次 超 静 定 结构 ,但 应 用 位 移 
251 








£ s 
结构 力学 实 用 教程 

eg 

法 ， 则 只 要 解 一 个 未 知 量 便 可 得 到 内 力 ， 而 且 可 以 将 其 结果 转化 成 剪 力 分 配 的 形式 ， 这 是 
单 层 厂房 手 算 中 经 党 采用 的 方法 。 图 10. 17(b) 为 用 位 移 法 解 等 高 排 架 的 基本 结构 ， 当 项 
部 有 水 平 集中 力 P 作 用 时 ， 则 

































































Ri==P 
A-2 4 4 A 
p f+ HH HH H4 P g 
772 27” 
© © © 四 
(a) (b) 
L ml r 
a 2 n v sg 
/ 
/ 
> > 27 PP 
(d) 





图 10.17 
此 时 各 柱 均 无 剪 力 ， 图 10. 17(c) 为 求 吉 的 位 移 图 ， 如 果 第 i 根 柱 顶 部 发 生 单 位 位 移 
所 需 的 前 力 为 全 [图 10. 17(d)]， 则 


i= 532, (10-15) 
代 人 位移 法 方程 z2= x = 


第 ; 根 柱 在 已 JM FERJAN JIN: 





Vi=rZs V, riZ1 z P = P. 


式 中 
i a0-16) 





称 为 剪 力 分 配 系数 ,x; 称 为 柱 的 侧 移 刚度 ,因此 在 等 高 排 架 计算 中 ， 各 柱 前 力 是 按 侧 
移 刚度 分 配 的 [图 10. 17(e)]。 侧 移 刚度 可 以 通过 力 法 中 的 柔 度 6; 求 出 。 
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图 10. 18(a) 表 示 出 了 刚度 系数 的 概念 ， 而 图 10. 18(b) 
表示 出 了 柔 度 系 数 的 概念 ， 它 们 之 间 存 在 着 互 为 倒数 的 关 
系 。 将 此 关系 代入 式 (10-16)， 有 








L 
š; (10-17) 





9 EI 
人 


层 厂 房 各 柱 剪 力 得 到 后 ， 柱 的 弯 矩 图 便 可 很 忆 





当 单 
作出 。 

【 例 10 - 8〗 用 剪 力 分 配 法 计算 图 10.19 所 示 铵 接 排 
架 各 柱 的 剪 力 , 已 知 P=5.75kN, I =2.13X10°m', 
I,=12.31X10-imi, 五 一 7.2X10-3mt。 








图 10.18 


















































ã 
F| 
š I h h| § 
18m. 18m I 
图 10.19 
解 : 首先 根据 力 法 解 排 架 中 所 提供 的 有 关公 式 计算 各 柱 项 的 柔 度 系数 ， 有 
pL DH 
du =k EL 3 HADET, 
= 1-1. a= T. a=% 
左 柱 ( 柱 1) 的 柔 度 : 
4.2 _ 2.185410 3 = l 
À 11.6 0.362. 12.31510 3 0.173, y 3.173 1=4. 78 
ka= (1+4. 78x0. 362°) =0. 409 
a 11, 62: _ 638 
人 一 0. 409> EL Er 
中 柱 ( 柱 2) 的 柔 度 : 
7.2X10™ 1 
4=0.362, n=J2 3x107 70 585 /一 和 585 一 1 一 0.709 
h=+0-+o. 7090. 3623) 一 0. 345 
gs LL. 538 
Ə,=0. 345X EL El 
右 柱 ( 柱 3) 的 柔 度 : 
2 2. 13X10 __l1 
1 一 1 了 6 一 0.309， n=—12-31 xio e eg 1=4.78 


N 
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h =O. 78X0. 309: )=0. 380 


_ E 
è =0. 380X 站 =956/El, 
根据 式 (10 - 17) 计 算 各 柱 剪 力 分 配 系数 ， 有 
1 
638 1.56X10- 
WT 1 C T 447102 S S49 
638 538 956 


L 














538 


PHA X10 0 416 
=l 

—_ 956 __ ,ar 

rgo 0 295 


PAED J : 
V, =0. 349X 5. 75=2, 01kN 
V: =0. 416X 5, 752. 39kN 
V; =0. 235X5, 75=1. 35kN 


|10. 6 框 - 剪 结构 受 力 分 析 的 连续 化 方法 


图 10. 20(a) 为 框 - 剪 ( 或 框 - 墙 ) 结 构 的 一 种 计算 简 图 ， 它 是 将 某 方向 所 有 剪 力 墙 合 为 一 
道 剪 力 墙 ， 以 EIw 代 表 各 剪 力 墙 刚 度 的 总 和 :将 该 方向 所 有 框架 合并 为 一 个 框架 ， 各 层 
楼 板 视 为 刚性 板 、 它 的 作用 是 将 框架 与 剪 力 墙 在 楼 板 处 相连 使 其 发 生 相同 的 水 平 侧 移 ， 这 
里 采用 铵 接 杆 代替 楼 板 作 用 ， 这 种 体系 称 为 铵 接 体系 (还 有 刚 结 体系 ) 。 这 种 计算 简 图 属于 
高 次 超 静 定 结构 ， 除 采用 电 算 外 ， 手 算 方法 多 采用 “连续 化 ”方法 ， 以 避免 复杂 的 运算 。 
这 是 一 种 建立 和 求解 微分 方程 的 方法 ， 当 所 需 的 位 移 与 内 力 函 数 求 得 后 可 以 制 成 通用 表格 
以 备 设计 人 员 使 用 。 本 节 仅 介绍 “连续 化 ”的 基本 概念 及 其 求解 方法 ， 具 体 计算 由 于 涉及 
因素 太 多 ， 此 处 从 略 ， 读 者 可 以 参看 有 关 高 层 建筑 结构 计算 和 建筑 物 抗震 设计 等 方面 的 
书籍 。 

所 谓 “ 连 续 化 ”假设 ， 就 是 将 图 10. 20(a) 所 示 计 算 简 图 改变 成 图 10. 20(b) 所 示 的 形 
式 ， 或 者 说 ， 假 设 链 杆 是 连续 分 布 在 整个 框架 与 剪 力 墙 中 间 ， 这 种 假设 对 整体 受 力 影响 不 
大 ， 这 样 假设 后 ， 剪 力 墙 在 荷载 作用 下 的 位 移 曲线 与 框架 柱 的 位 移 曲线 将 完全 相同 。 如 
图 10. 20(c) 所 示 ， 在 水 平 荷载 g(x) 作 用 下 ,将 所 有 链 杆 截断 ， 并 以 未 知 的 连续 分 布 力 p 
(z) 代 蔡 链 杆 的 作用 ， 则 框 - 剪 体 系 可 以 视 为 两 个 单独 受 力 部 分 。 左 边 部 分 剪 力 墙 在 g(x) 
与 A(z) 作 用 下 产生 弯曲 变形 ， 可 由 悬臂 构件 计算 。 根 据 变形 协调 条 件 ， 剪 力 墙 与 框架 在 
相连 接 的 部 位 沿 y 方向 应 产生 相同 的 水 平 位移 ， 即 两 者 的 弹性 曲线 要 相同 。 将 梁 的 近似 弹 
性 曲线 微分 方程 FEIwy' 一 一 M(Cz) 求 二 阶 导数 ， 并 注意 到 M'(z) 王 一 gCz) 十 PCz)， 可 建 
立 起 
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图 10. 20 


EnS =w pO) 0-18) 
WP, y= f(a) HY JERA e. MRA ERE e Y J AIA 
力 可 由 下 列 各 式 得 出 : 


Was. 
(10-19) 





V = El S2 


式 中 ，Mw 与 Vw 为 剪 力 墙 的 弯 矩 方程 与 剪 力 方程 。 不 过 方程 (10 - 19) 中 尚 含有 未 知 力 
P(x)， 它 与 剪 力 墙 位 移 的 关系 尚 不 清楚 ， 因 此 方程 (10 - 19) 和 暂时 还 不 能 求解 。2(z) 不 仅 
和 剪 力 墙 受 力 有 关 ， 同 时 也 与 框架 受 力 有 关 。 按 D 值 法 解 框 架 时 ， 由 于 p(x) 相 对 水 平 菩 
载 ， 因 此 它 必 与 层 间 剪 力 Vi 有 关 ， 而 Vi 又 与 层 间 相对 位 移 Aw 有 关 ， 相 对 位 移 与 层 高 之 比 
P E 即 9 三 Au/ 访 。 当 引入 连续 化 假设 后 ， 此 式 


即 变 为 9 一 人 。 由 于 这 里 的 位 移 y 既是 框架 的 又 是 属于 剪 力 墙 的 。 


i im p(z) 与 y 的 又 一 关系 ， 根据 剪 力 与 荷载 集 度 间 的 微分 关系 ， 有 式 (10 - 20) 
成 立 : 











p= — SU ao-20) 
式 中 ，V 为 框架 剪 力 。D 值 法 中 曾 提供 了 楼 层 剪 力 与 位 移 的 关系 : 
V;i=Au DD) ao-21) 
将 Au =0h ARARA- 21), 8 
V=(5hD,)0, (10-22) 
引入 连续 化 假设 后 ， 式 (10- 22) 化 为 : 
V=(C2D)0=C 吾 (10-23) 


N 
SONFIANE 





a 
对 式 (10- 23) 求 一 阶 导数 并 代入 式 (10- 20)， 有 
p= =c S (10-24) 
这 就 是 p(x) 与 位 移 y 之 间 的 微分 关系 。 其 中 Cr 称 为 框架 的 等 效 剪 切 刚度 ， 有 
= Xu, 


当 各 层 DD 值 与 层 高 不 等 时 ， 取 各 层 C , 河 竖 向 高 度 的 加 权 平 均值 。 
将 式 (10- 24) 代 入 式 (10- 18)， 得 到 





dy ng 
Elya CaTa) a0- 25) 
令 Ev» (10— 26) 
Cr 
则 式 (10- 25) 可 化 为 : 
dy- Lay 





da s de CFR C10=27} 


方程 (10 - 27) 即 为 框 -前 结构 协同 工作 的 基本 方程 : 由 于 框架 与 前 力 墙 间 用 匀 接 链 杆 
连接 ， 且 基本 方程 中 以 线 位 移 y 为 未 知 函 数 ， 因 此 又 称 方程 (10 - 27) 为 “ 铵 接 体系 线 变 方 
程 ”。 解 此 方程 求 得 位 移 函 数 y 后 ， 即 可 由 式 (10~ 21) 和 式 (10 - 22) 求 得 剪 力 墙 与 框架 的 
内 力 。 

在 框 -前 结构 的 抗震 设计 中 ， 地 震 作用 一 般 均 按 倒 三 角形 荷载 处 理 ， 此 时 方程 (10 - 27) 


Ar a =e: 此 处 dg 为 顶点 集 度 ， 互 为 剪 力 墙 总 高 近代 大方 程 (10-27)， 有 
diy_ldy 



































es sbn C1028) 
此 方程 属于 四 阶 线性 常 系数 非 齐 次 常 微 分 方程 . 其 通 解 取 如 下 形式 ， 
y 一 Ashae 十 BERAE 十 C 十 Dr g (10-29) 
=H- 
H E= 
e=x/H 
式 中 ,4 为 结构 体系 的 刚度 特征 系数 ;，e 为 相对 高 度 。 
利用 边界 条 件 确定 常数 A. B. C. D 后 ,得 到 位 移 函 数 
run ' (10-30) 
120 1 f /shà_shà chàe— 1), Sha 1 1 $ 
teella ae SC 


位 移 两 数 获得 后 ， 剪 力 墙 与 框架 内 力 可 分 别 求 出 ; 
Mw= ti 
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h, Z| (M sata) Se (z: 1)chs 1] 


vi=c8Y=TaH [0k] 
Ai 、 驴 、 必 三 个 函数 均 已 制 成 表格 ， 以 便 设 计 人 员 直 接 查 用 (本 书 表 格 从 略 ) 。 
在 结束 本 节 内 容 时 ,我 们 再 对 结构 刚度 特征 系数 4 的 概念 及 其 对 整个 结构 位 移 的 影响 
加 以 说 明 。# 的 计算 式 为 : 


























= JSE = 
=H ER (10=31) 


式 中 ，EIw 为 剪 力 墙 的 总 刚度 ; Ci 为 框架 的 总 刚度 ( 它 与 框架 也 值 成 正比 ) 。 

从 式 (10 -31) 可 以 看 出 4 的 值 体现 了 两 者 刚度 的 关系 ，4 越 大 表示 框架 部 分 起 主要 作 
， 而 4 等于零 则 表示 只 有 剪 力 墙 而 无 框架 。 图 10. 20(d) 给 出 了 在 倒 三 角形 荷载 作用 下 ， 
4 二 0、4 二 2、4 二 6 三 种 情况 下 挠 度 曲线 的 对 比 图 。) 一 0 代表 了 了 只 有 剪 力 墙 而 无 框架 时 的 
浇 曲 线 ， 此 时 与 悬臂 梁 受 倒 三 角形 荷载 作用 所 产生 的 挠 曲线 相同 ， 属 弯曲 型 :而 4 二 6 相 
当 于 框架 部 分 占有 相当 大 的 比重 ， 其 找 曲 线 届 于 剪 切 型 ; 而 三 2 介 于 两 者 之 间 ， 既 有 弯 
曲 型 又 有 剪 切 型 属于 剪 弯 型 。 

本 节 所 述 仅仅 是 “连续 化 ”方法 在 框 - 剪 结构 受 力 分 析 中 的 一 种 最 基本 应 用 。 这 种 

“连续 化 ”方法 目前 已 有 广泛 的 应 用 , 它 已 在 解决 各 种 联 肢 墙 、 简 体 结构 以 至 网 架 结 构 等 
的 受 力 分 析 中 得 到 应 用 ， 并 已 扩展 到 结构 动力 特性 的 分 析 上 。 





















































| 10.1 静 定 结构 与 超 静 定 结构 特性 的 比较 


在 结构 力学 课程 的 学 习 中 ， 至 此 已 将 静 力 的 计算 方法 ( 除 电 算 外 ) 介 绍 完毕 。 整 个 课程 
中 我 们 接触 到 两 类 结构 的 受 力 与 变形 分 析 问 题 ， 一 类 是 静 定 结构 ， 另 一 类 是 超 静 定 结构 。 
它们 之 间 有 着 很 多 共同 的 特点 , 但 两 者 又 有 一 定 区 别 ， 这些 不 同 点 在 学 习 特 别 是 使 用 结构 
力学 知识 时 是 应 当 加 以 注意 的 。 

从 几何 组 成 角度 考虑 ， 静 定 结构 是 无 多 余 联系 的 几何 不 变 体系 ， 而 超 静 定 结构 是 有 多 
余 联 系 的 几何 不 变 体系 。 就 这 点 而 言 ， 静 定 结构 一 旦 有 一 根 杆 件 失去 承载 能 力 (或 破坏 ， 
或 失 稳 ) 将 使 整个 体系 成 为 几何 可 变 体系 ， 这 意味 着 整体 结构 随 之 破坏 。 例 如 屋 架 ， 由 于 
它 基本 上 属于 静 定 体系 ， 因 此 只 要 一 根 拉 ( 压 ) 杆 发 生 破坏 ， 则 往往 会 引起 整个 屋 架 的 塌 
落 。 超 静 定 结构 由 于 有 多 余 联系 的 存在 ,特别 是 多 次 超 静 定 结构 ， 即 使 发 生 几 处 局 部 破 
坏 ， 只 要 整体 还 属于 几何 不 变 体系 ,就 不 会 发 生 全 面 的 破坏 ,例如 多 层 框架 结构 在 地 震中 
哪怕 有 数 根 梁 产生 了 届 服 破坏 ， 只 要 柱子 大 体能 保证 完好 ， 大 楼 就 绝 不 会 倒塌 。 

有 无 多 余 联系 是 静 定 结构 与 超 静 定 结构 的 根本 区 别 ， 正 是 由 于 这 一 点 ， 在 结构 的 内 力 
计算 上 产生 了 本 质 的 区 别 。 静 定 结构 内 力 (不 包括 应 力 ) 分 析 之 所 以 简单 ， 就 在 于 它 只 需 考 
虑 静 力 平衡 条 件 而 无 需 考虑 结构 的 变形 与 位 移 。 因 此 静 定 结构 的 内 力 分 布 与 结构 的 材料 性 
质 和 截面 的 几何 性 质 是 无 关 的 。 例 如 一 根 简 支 梁 ， 不 论 它 是 钢 梁 、 钢 筋 混 凝 土 梁 或 是 森 
粱 ， 只 要 跨度 给 出 ， 荷 载 给 定 ， 它 的 弯 矩 图 和 剪 力图 便 可 完全 确定 ， 而 且 结果 是 唯一 的 。 
超 静 定 结构 ， 由 于 多 余 约 束 的 存在 ， 使 未 知 量 的 数目 大 于 静 力 学 所 能 提供 的 平衡 方程 个 
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数 ， 因 此 仅 就 满足 平衡 方程 而 言 ， 解 答 是 无 穷 多 的 ， 这 时 附加 的 变形 协调 方程 成 为 使 解答 
唯一 的 不 可 缺少 的 条 件 。 由 于 变形 条 件 的 引入 ， 就 使 得 超 静 定 结构 的 内 力 分 布 与 材料 性 质 
和 截面 几何 性 质 有 关 。 但 是 必须 指出 ， 在 荷载 作用 下 ， 超 静 定 结构 的 内 力 一 般 只 与 相对 刚 
度 有 关 ， 而 与 绝对 刚度 无 关 ， 如 果 为 同一 种 材料 ， 只 有 一 个 弹性 模 量 正 ， 则 超 静 定 内 力 计 
算 结果 中 并 不 含有 下 (相互 消去 )。 例 如 等 截面 单 跨 超 静 定 梁 在 荷载 作用 下 ， 其 固 端 弯 矩 只 
与 和 荷载、 荷载 位 置 以 及 跨度 有 关 ， 而 与 截面 尺寸 无 关 。 就 内 力 分 布 是 否 均 匀 这 一 点 而 言 


超 静 定 结构 相对 静 定 结构 要 优越 一 些 ， 例 如 单 跨 简 支 梁 受 均 布 荷载 作用 ， 其 最 大 弯 算 为 专 























gL ， 而 两 端 固定 的 单 跨 染 在 同样 荷载 作用 下 ， 支 座 最 大 负 弯 答 为 十 gL ， 跨 中 正 弯 矩 只 有 














址 4 ， 这 实质 是 由 于 两 端 约束 将 负 弯 甜 增 大 的 缘故 。 超 静 定 结构 中 一 般 说 来 哪 根 构件 相 


对 刚度 大 ， 它 吸收 的 分 配 内 力也 往往 较 大 ， 这 点 还 可 用 来 人 为 地 调整 刚度 比值 而 使 内 力 分 
布 均匀 。 在 稳定 问题 中 ， 约 束 增多 承载 力 增 大 这 也 是 一 个 重要 规律 ， 相 同 的 柱 采用 两 端 固 
定 比 采用 一 端 固定 一 端 自由 时 稳定 承载 能 力 大 3 倍 这 就 是 一 个 很 好 的 说 明 。 

静 定 结构 的 某 一 几何 不 变 部 分 作用 有 平衡 方 系 时 ,- 仅 在 该 部 分 引起 内 力 ， 而 对 其 他 部 
分 的 内 力 包括 反 力 没有 影响 。 同 理 ， 静 定 结构 的 某 一 几何 不 变 部 分 的 力 系 用 等 效 合力 代替 
时 ， 仅 影响 该 部 分 的 内 力 ， 而 对 其 他 部 分 的 内 力 包括 反 力 没有 影响 。 同 样 ， 静 定 结构 的 某 
-几何 不 变 部 分 用 另 一 几何 不 变 体系 代替 时 ， 仅 影响 该 部 分 的 内 力 ， 而 不 影响 结构 其 他 部 
分 的 内 力 及 反 力 。 静 定 结构 的 刚性 支 座 改 为 弹性 支 座 及 各 杆 件 截面 发 生变 化 仅 对 结构 的 位 
移 有 影响 而 对 结构 的 内 力 和 反 力 没有 影响 。 超 静 定 结构 在 这 几 种 情况 下 ， 除 了 对 结构 的 位 
移 有 影响 并 且 对 结构 的 内 力 和 反 力 也 会 有 影响 。 

结构 在 非 荷载 因素 影响 下 的 效应 ， 静 定 与 超 静 定 的 差别 就 更 加 明显 。 温 度 改 变 、 支 座 
沉陷 、 制 作 误差 等 对 静 定 结构 而 言 是 不 产生 内 力 的 ， 其 原因 就 在 于 静 定 结构 无 多 余 约 束 来 
限制 这 些 位 移 与 变形 ， 使 得 这 些 变 化 完全 是 自由 的 。 但 超 静 定 结构 则 恰好 相反 ， 多 余 约束 
的 存在 阻止 了 这 些 变形 ， 因 此 使 结构 中 产生 了 荷载 以 外 引起 的 附加 内 力 ， 支 座 的 不 均匀 沉 
陷 一 般 说 来 会 使 超 静 定 结构 产生 相当 大 的 内 力 与 变形 ， 严 重 时 还 会 引起 整个 房屋 倒塌 。 温 
度 变化 有 时 也 会 使 房屋 的 墙 体 产生 很 大 的 裂 终 ， 冻 胀 的 结果 有 时 会 使 地 面 甚 至 柱子 抬 起 。 
所 以 在 设计 超 静 定 结构 时 ， 这 些 因素 都 应 充分 考虑 ， 给 予 妥 善 处 理 。 























| 加 . 8 结构 内 力 计算 结果 的 简单 判定 


在 掌握 结构 力学 的 多 种 计算 方法 和 近似 算法 并 能 灵活 运用 的 基础 之 上 ， 对 计算 结果 进 
行 校 核 和 定性 判断 ， 看 其 是 否 在 合理 范围 之 内 ， 这 是 学 习 结构 力学 的 较 高 层次 ， 也 是 优秀 
工程 师 所 应 具有 的 能 力 。 下 面 就 以 常见 的 结构 村 矩 图 为 例 ， 叙 述 其 判定 方法 。 

对 于 图 10. 21 所 示 对 称 结构 ， 根 据 对 称 可 绘 出 M 图 ， A. B 端的 M 值 可 根据 图 10. 22 
(a) 和 (b) 判 定 其 合理 范围 ， 当 两 立柱 的 线 刚度 较 横梁 的 线 刚度 趋 于 无 限 小 时 ， 两 立柱 对 于 
横梁 端 处 的 转动 约束 趋 于 零 ， 则 弯 矩 图 同 图 10. 22(a) 所 示 ， 即 等 同 于 简 支 梁 的 弯 矩 图 。 当 
两 立柱 的 线 刚度 较 横梁 的 线 刚度 趋 于 无 限 大 时 ， 两 立柱 对 于 横梁 端 处 的 转动 约束 相当 于 园 



































BM 多 南 层 结构 内 力 分 析 的 手 算 实用 法 





i WEAR 10. 22(b) 所 示 ， 即 等 同 于 两 端 辕 定 梁 的 杰 矩 图 。 而 图 10. 21 所 示 结构 
的 两 立柱 的 刚度 既 不 是 无 限 小 也 不 是 无 限 大 ， 因 此 ，A、B 端 M 值 的 合理 范围 应 是 在 0 和 
ozil. 














A 10.21 A 10.22 


图 10.23 所 示 排 架 结构 ， 根 据 变形 趋势 可 绘 出 M 图 ，A 端的 M 值 可 根据 图 10. 24a) 
和 (b) 判 定 其 合理 范围 : "4 CD. EF 柱 的 抗 弯 刚 度 较 AB 柱 的 抗 弯 刚 度 趋 于 无 限 小 时 ， 
CD, EF 柱 对 于 AB 柱 的 帮助 趋 于 零 则 -AB ESERE 10. 24(a) 所 示 ， 即 等 同 于 悬 
辟 梁 的 弯 矩 图 。 当 CD. EF 柱 的 抗 弯 刚度 较 AB 柱 的 抗 弯 刚度 趋 于 无 限 大 时 ，CD、EF BE: 
对 于 AB 柱 的 帮助 趋 于 固定 贸 支 座 ， 则 AB 柱 的 弯 和 矩 图 同 图 10. 24(b) 所 示 ， 即 等 同 于 一 端 
固定 、 一 端 铵 支 的 单 跨 超 静 定 梁 的 弯 矩 图 。 而 图 10: 23 所 示 排 架 结构 的 CD、EF 柱 的 抗 弯 


刚度 既 不 是 无 限 小 也 不 是 无 限 大 ， 因 此 ，A 端 江 值 的 合理 范围 应 是 在 二 2 和 二 oz 之 间 。 


` 








A 10.23 图 10.24 
图 10. 25(a) 所 示 连 续 梁 B 截面 处 的 M 值 可 根据 表 9- 1 中 编号 6 的 载 常 数 来 确定 : 
F 梁 AB 段 的 线 刚度 是 在 无 限 小 和 无 限 大 之 间 ， 因 此 ，B 截面 处 的 M 值 的 合理 范围 应 是 在 
0 MÈFI 之 间 。 




















图 10. 25(b) 所 示 刚 架 DD 结 点 处 的 Mre 值 可 根据 表 9- 1 中 编号 1 的 载 常数 来 确定 : 
FE AD 和 柱 BD 的 线 刚 度 是 在 无 限 小 和 无 限 大 之 间 ， 因 此 ，Mre 值 的 合理 范围 应 是 在 0 
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10.25 


和 二 Fl 之 问 ， 而 Mew 值 的 合理 范围 应 是 在 车 FL MEF 之 间 。 另 外，Min 与 Mow 之 和 为 
Mre 值 。 


为 避免 直接 求解 大 量 的 线性 方程 组 ， 科 学 家 创建 了 一 些 对 结构 进行 简单 计算 的 近似 法 
或 渐 近 法 。 对 于 多 高 层 结构 特别 是 框架 体系 ,在 竖 向 荷载 作用 下 ， 一 般 可 采用 力矩 分 配 法 
作 弯 和 矩 图 。 当 活 荷载 较 大 时 ， 可 采用 分 层 法 计算 。 对 于 在 风 荷 载 与 地 震 力 (水 平 ) 作 用 下 的 
内 力 计算 ,可 采用 DD 值 法 ,或 更 简单 的 但 是 较 粗略 的 反 普 点 法 。 

本 章 主 要 讲述 了 力矩 分 配 法 ， 其 中 应 用 到 了 几 个 重要 的 概念 : 分 配 系数 jy、 杆 端的 转 
动 刚度 *、 不 平衡 弯 矩 MS 和 传递 系数 C， 这 也 是 力矩 分 配 法 的 解 题 过 程 。 计 算出 了 各 杆 端 
的 总 弯 矩 后 ， 即 可 通过 区 段 硬 加 得 到 最 终 弯 和 矩 图 。 

本 章 还 学 习 本 分 层 法 、 反 弯 点 法 、 忆 值 法 和 剪 力 分 配 法 等 较 适宜 手 算 的 近似 方法 ， 这 
些 方法 在 应 用 时 要 注意 其 应 用 的 条 件 ， 如 反 弯 点 法 是 适用 框架 结构 在 水 平 荷载 作用 时 的 
情况 。 

最 后 ， 对 静 定 结构 与 超 静 定 结构 的 特性 进行 了 讨论 。 从 几何 组 成 角度 考虑 ， 静 定 结构 
是 无 多 余 联系 的 几何 不 变 体系 ， 而 超 静 定 结构 是 有 多 余 联系 的 几何 不 变 体系 。 所 以 ， 静 定 
结构 一 旦 有 一 根 杆 件 失去 承载 能 力 ， 整 个 体系 将 成 为 几何 可 变 体系 。 超 静 定 结构 由 于 多 余 
联系 的 存在 ， 特 别 是 多 次 超 静 定 结构 ， 即 使 发 生 几 处 局 部 破坏 ， 只 要 整体 还 属于 几何 不 变 
体系 ， 就 不 会 发 生 全 面 的 破坏 。 

静 定 结构 的 内 力 分 布 与 结构 的 材料 性 质 、 截 面 的 几何 性 质 是 无 关 的 。 超 静 定 结构 的 内 
力 分 布 与 材料 的 性 质 和 截面 几何 性 质 有 关 。 但 是 ,在 荷载 作用 下 ， 超 静 定 结构 的 内 力 一 般 
只 与 相对 刚度 有 关 ， 而 与 绝对 刚度 无 关 。 超 静 定 结构 中 一 般 说 来 哪 根 构件 相对 刚度 大 ， 它 
吸收 分 配 的 内 力 往 往 也 较 大 ， 利 用 这 个 特点 ， 可 以 人 为 地 调整 刚度 比值 而 使 内 力 分 布 
J5]. 

结构 在 非 荷载 因素 (温度 改变 、 支 座 沉 陷 、 制 作 误差 等 ) 的 影响 下 ， 静 定 结构 由 于 无 多 
余 约束 来 限制 这 些 位移 与 变形 ， 这 些 变化 完全 是 自由 的 。 所 以 ， 静 定 结构 是 不 产生 内 力 
的 。 而 超 静 定 结构 存在 多 余 的 约束 ， 阻 止 了 这 些 变 形 ， 因 此 使 结构 中 产生 了 内 力 。 工 程 
中 ， 支 座 的 不 均匀 沉陷 会 使 超 静 定 结构 产生 相当 大 的 内 力 与 变形 ,温度 变化 有 时 也 会 使 房 



























































有 多 可 层 结构 内 力 分 析 的 手 算 实 用 法 














屋 的 墙 体 产生 很 大 的 裂缝 ， 在 设计 超 静 定 结构 时 应 充分 考虑 这 些 因素 并 进行 相应 的 处 理 。 








关键 术语 


力矩 分 配 法 (moment distribution method); 刚 臂 (rigid arm); 转动 刚度 (rotation 
stiffness); 不 平衡 弯 矩 (out of balance moment); 分 配 弯 和 矩 (distrbution bending mo- 
ment); 分 配 系数 (distrbution factor); 传递 弯 矩 (carry - over bending moment); 传递 系 
数 (carry - over coefficient); 分 层 法 (sub -story computing method); 反 弯 点 法 (method of 
inflection point) 。 





习 题 10 


一 、 思 考题 
. 力矩 分 配 法 与 位 移 法 对 于 具有 两 个 结 点 转角 的 刚 架 (无 侧 移 ) 解 题 思 路 的 区 别 何 在 ? 
. 力矩 分 配 法 中 为 什么 要 反 号 分 配 ? 它 的 力学 意义 是 什么 ? 
.在 连续 梁 中 竖 向 荷载 引起 的 固 端 弯 矩 ， 其 : 否 有 什么 规律 可 循 ? 
. 力矩 分 配 法 在 解 多 层 多 跨 刚 架 时 其 分 配 与 传递 最 好 如 何 进行 ? 
. 分 层 法 中 传递 系数 为 什么 要 取 1/3? 
. 反 弯 点 法 中 各 柱 剪 力 为 什么 要 按 线 刚度 大 小 分 配 ? 
. D 值 法 中 的 基本 假设 是 什么 ? 
. 计算 D 值 公式 中 的 a 其 力学 意义 何在 ? 
9. 刀 值 法 中 首 层 计算 公式 与 一 般 层 公式 差别 何在 ?为 什么 会 有 此 差别 ? 
10， 剪 力 分 配 法 计算 排 架 ， 是 根据 什么 物理 量 进行 分 配 的 ?顶点 不 等 高 的 排 架 能 和 否 应 
用 前 力 分 配 法 ? 
11， 框 - 剪 结构 分 析 中 连续 化 假设 的 结果 是 什么 ?推导 公式 过 程 中 引入 的 Cr， 其 力学 
意义 何在 ? 
12. 静 定 结构 与 超 静 定 结 构 的 主要 区 别 是 什么 ? 





@ — @ m => ç r= 







































































二 、 填空 题 
1. 力矩 分 配 法 的 要 点 是 : 先 结 点 ， 求 得 荷载 作用 下 的 各 杆 的 ， 然 后 
结 点 ， 将 结 点 上 的 弯 和 矩 分 配 于 各 杆 近 端 ， 同 时 求 出 远 端 传递 弯 矩 。 释 加 
各 杆 端的 ， 即 得 到 实际 的 杆 端 变 矩 。 
2. 力矩 分 配 法 中 ， 杆 端的 转动 刚度 不 仅 与 该 杆 的 有 关 ， 而且 与 杆 的 远 端 
有 关 。 
3. 力矩 分 配 法 适用 于 求解 连续 粱 和 刚 架 的 内 力 。 
4. 在 力矩 分 配 法 中 ,传递 系 数 C 等 于 ， 对 于 远 端 固定 杆 ，C 等 于 
， 对 于 远 端 滑动 杆 ，C 等 于 
5. 图 10. 26 所 示 结 构 用 力矩 分 配 法 计算 的 分 配 系数 jas = > p= 
HAE 一 ° 
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6. 图 10.27 所 示 刚 架 用 力矩 分 配 法 求解 时 ， 结 点 C 的 力矩 分 配 系数 之 和 等 于 
， 杆 CB 的 分 配 系 数 jcs 二 








10. 26 


三 、 判 断 题 

1. 力矩 分 配 法 是 以 位 移 法 为 基础 的 渐 近 法 。( ) 

2. 力矩 分 配 法 可 以 用 来 计算 任何 超 静 定 刚 架 。(  ”) 

3. 在 力矩 分 配 法 中 ， 同 一 刚 结 点 处 各 杆 端的 分 配 系数 之 和 等 于 1。(  ) 

4. 具有 一 个 刚 结 点 角 位 移 的 结构 ， 用 力矩 分 配 法 计算 的 结果 与 用 位 移 法 得 到 的 精确 


解 是 一 臻 的 。( ) 
5. 图 10. 28 所 示 结 构 中 各 杆 的 ;相同 ;1 和 欲 使 A 结 点 产生 0 三 1 的 单位 转角 ， 需 在 A 
结 点 施加 的 外 力 偶 为 88。 C  ) 


6. 图 10. 29(a) 与 (b) 的 A 端 转动 刚度 相同 。( ) 





图 10.28 图 10.29 


7. 在 任何 情况 下 ， 力 矩 分 配 法 的 计算 结果 都 是 近似 的 。( ) 
8. 图 10. 30 所 示 结 构 ， 结 点 A 上 作用 有 外 力 偶 矩 M, WD Mu =0XM=0, ( ) 
9. 用 力矩 分 配 法 计算 图 10.31 所 示 结 构 时 ， 杆 AC 的 分 配 系数 ps 一 18/29。(  ) 




















图 10.30 图 10.31 


10. 有 多 个 刚 结 点 角 位 移 的 结构 ， 用 力矩 分 配 法 计算 时 ,各 结 点 轮换 放松 每 放松 一 
次 结 点 角 位 移 有 一 新 的 增 量 ,经 过 无 限 次 轮换 放松 后 所 得 到 的 结 点 角 位 移 收 敛 于 其 真实 角 
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位 移 。( ) 

11. 多 结 点 力矩 分 配 的 计算 中 ， 每 次 只 有 一 个 结 点 被 放松 ， 其 余 刚 结 点 仍 被 锁 住 ， 对 
于 结 点 甚 多 的 结构 ， 也 可 采用 隔 点 放松 的 方法 ， 这 样 可 提高 计算 效率 。 C  ) 

四 、 选 择 题 

l; T 转动 刚度 ( 劲 度 系 数 ) 表 示 杆 端 对 下 列 作用 的 抵抗 能 力 ( ds 

A. 变形 B. 移动 C. 转动 D. 荷载 

2 在 力矩 分 配 法 中 反复 进行 力矩 分 配 及 传递 ， 结 点 的 不 平衡 力矩 (约束 力矩 ) 愈 来 全 

小 ， 主 要 是 因为 ( Je 
































A. 分 配 系数 及 传递 系数 一 1 B. 分 配 系 数 一 1 
C. 传递 系数 一 1/2 D. 传递 系数 二 1 
3. 图 10.32 所 示 连 续 梁 ，ET 一 常数 。 用 力矩 分 配 法 求 得 结 点 B 的 不 平衡 力矩 
为 ( D) 


A. —20kN ° m B. 15kN +m C. 一 5kN “m. D. 5kN * m 
4. 在 图 10.33 所 示 连 续 梁 中 ,力矩 分 配 系 数 pz 与 wz 分 别 等 于 ( ) 。 
A. 0.429, 0.571 B. 0.5, 0.5 C. Oxa5M 0.5 D. 0.6, 0.4 


20kN 
15kN/m A B C D 
# 2E1 7 3EI 7 2EI 
4m 3m 


6m 





A 10.32 图 10. 33 


5. 图 10. 34 所 示 刚 架 ， 结 点 A 承受 力 偶 作 用 7 ET 一 常 16kNm 


数 。 用 力矩 分 配 法 求 得 AB 杆 也 端的 弯 矩 是 人 ) 。 B 4 
A. 2kN\ B. —2kN*m < 
C. 8EzN* m D. —8kN +m 


6. x 10. 35 所 示 各 结构 可 直接 用 力矩 分 配 法 计算 的 为 | 一 -一 -| 


7. 图 10. 36 所 示 结 构 下 IT 一 常数 ,力矩 分 配 系 数 为 wm 一 pw 一 0.5， 经 计算 最 终 杆 端 弯 
HEH Ja 


A 10.35 





£ s 
SNFA 


S 





A. Ma =—14kN ° m B. Mma =—1kN ° m 
C. Mr 三 一 19kN。m D. Me =0 
8. 图 10.37 所 示 结 构 用 力矩 分 配 法 计算 时 ， 结 点 A 的 不 平衡 力矩 (约束 力矩 ) 
HE “站 
A. P1/6 B. 2P1/3 C Pa D —4Pi/3 




















l; 
2m 2m 4m R 





10. 36 图 10.37 


五 、 计 算 题 
1. 用 力矩 分 配 法 计算 图 10. 38 所 示 连 续 梁 。 绘 出 其 弯 和 矩 图 和 求 出 支 座 反 力 。 


25kN-m 40kN 
@ 4 e 
EI B El 


6m 3m 3m 


40kN 10kN/m 20kN 20kN 





(OZF 























D 
4m 4m Tom _2m 4m 2m} 
30kN 80kN 20kN/m 
(c) 
A B EI c El D EI El 
pmp m p m} 4m + 4m $ 
10.38 
2. 用 力矩 分 配 法 计算 图 10. 39 所 示 刚 架 。 
15kN/m 50kN-m 













15kN/m 40kN 40kN 


4m 
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3. 图 10. 40 所 示 为 某 商场 框架 计算 简 图 ， 用 力矩 二 次 分 配 法 计算 并 画 出 其 弯 和 矩 图 ( 利 
用 对 称 性 简化 后 再 算 )。 已 知 横梁 为 矩形 截面 5Xh= 二 250mmX550mm， 柱 截面 为 500mmX 
50mm， 采 用 C20 混凝土 ， 弹 性 模 量 E=25. 5 X10 kN/m?。 





60.3kN/m 














图 10.40 


4. 用 分 层 法 计算 图 10. 41 所 示 二 跨 “asqa 
三 层 刚 架 ， 作 出 M 图 。 圆 圈 内 的 数字 表 
示 梁 柱 相 对 线 刚 度 i 值 。 

5. 用 反 弯 点 法 计算 图 10.42 所 示 刚 
架 ， 并 画 出 弯 和 矩 图 。 圆 疾 内 数字 为 各 杆 的 
相对 线 刚 度 。 

6. JJ D 值 法 计算 图 10. 42 所 示 刚 架 ， ~ TH m @) 
并 画 出 弯 矩 图 ， 

7. 用 剪 力 分 配 法 计算 图 10. 43 所 示 
HERAA. JEES ER. 

8. 用 较 简捷 的 方法 绘制 图 10. 44 所 
示 各 结构 的 弯 和 矩 图 。 除 注 明 者 外 ,各 杆 的 
ET、! 均 相 同 ， 未 注 明 位 置 的 集中 力 均 作 
用 在 该 杆 段 的 中 央 处 。 


18kN 
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图 0.44( 续 ) 
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影响 线 及 其 应 用 































Gs 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
熟悉 移动 荷载 及 影响 线 的 概念 
FE 静 力 法 作 静 定 梁 的 影响 线 
掌握 机 动 法 作 静 定 梁 的 影响 线 
影响 线 及 其 应 用 
熟悉 利用 影响 线 确定 最 不 利 状态 位 置 的 方法 
掌握 简 支 梁 内 为 包 络 图 的 概念 和 作 图 方法 
超 静 定 结构 的 影响 线 











E> | 

技能 要 点 — — | 掌握 程度 | — — 应 及 各 
HN r hot 8 6 050 8. a 绘制 影响 线 ， 确 定 不 利 荷载 位 置 ， 计算 最 大 
机 动 法 作 静 定 染 的 影响 线 gu | 影响 量 值 





利用 影响 线 确 定 最 不 利 状态 位 置 的 方法 熟悉 
简 支 梁 内 力 包 络 图 的 概念 和 作 图 方法 掌握 
超 静 定 结构 的 影响 线 了 解 不 利 荷载 的 布置 ， 最 大 内 力 的 计算 


O saan 


卡车 行驶 在 桥梁 的 什么 位 置 时 ， 会 对 桥梁 产生 最 大 的 影响 ? 





进行 结构 设计 














当 一 个 紧 向 集中 力 尸 在 图 11. 1 所 示 梁 上 左右 移动 时 ， 由 静 力 分 析 ， 不 难看 出 只 有 该 集中 力 移动 到 梁 
的 跨 中 时 ， 才 会 产生 全 梁 的 最 大 弯 矩 值 。 集 中 力 移动 到 梁 上 其 他 位 置 时 ， 所 产生 的 最 大 弯 抵 值 均 小 于 该 
值 。 结 构 工程 师 按 此 设计 桥梁 、 配 置 钢筋 ， 就 能 保证 全 梁 的 安全 。 但 是 ， 如 果 是 一 辆 卡车 在 该 桥梁 上 行 
驶 (图 11.2)， 由 于 卡车 有 前 后 两 处 的 轮 压 荷载 ( 若 有 拖车 ， 或 是 一 个 车 队 ， 则 还 会 有 更 多 的 荷载 )， 行 驶 
过 程 中 ， 前 后 轮 压 的 间距 不 变 ， 那 么 ， 卡 车 行驶 到 什么 位 置 时 ， 会 对 桥梁 产生 全 梁 的 最 大 弯 和 矩 值 呢 ? 显 
然 ， 这 是 工程 师 需要 关心 和 解决 的 问题 。 本 章 将 对 确定 一 组 移动 荷载 作用 在 结构 上 什么 位 置 时 ， 会 产生 
结构 最 大 影响 量 值 及 该 量 值 的 大 小 等 问题 进行 讨论 和 研究 。 
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| 10.1 影响 线 的 概念 





前 面 几 章 主要 讨论 了 在 固定 荷载 作用 下 各 种 结构 的 静 力 计算 问题 。 这 类 荷载 的 大 小 、 
方向 和 作用 点 的 位 置 在 结构 上 是 固定 不 变 的 ， 因 此 结 梅 的 支 座 反 力 和 各 截面 上 的 内 力 与 位 
移 也 是 不 变 的。 实际 工程 结构 除 受到 固定 荷载 作用 外 ， 还 要 受到 移动 荷载 作用 ， 这 类 荷载 
的 大 小 、 方 向 不 变 ， 但 作用 位 置 可 在 结构 上 移动 : 如 工业 厂房 中 吊车 粱 上 行驶 的 吊车 轮 压 
[图 11.3(a)]， 桥梁 上 行驶 的 汽车 、 火 车 的 轮 压 都 是 移动 荷载 。 显 然 ， 当 作用 于 结构 上 的 
移动 荷载 改变 其 作用 位 置 时 ， 支 座 反 为 和 截面 内 力 以 及 位 移 ( 统 称 为 量 值 ) 都 将 随 着 改变 。 如 
刷 车 轮 压 在 吊车 梁 AB 上 自 A 向 B 移 动 时 E 11. 30b), (0J RER AB 的 支 座 反 力 Ra 将 
逐渐 减 小 ， 而 支 座 反 力 Rs 将 逐渐 增 大 。 相 应 梁 各 截面 的 弯 矩 和 剪 力 也 将 随 荷 载 位 置 的 移动 
而 变化 。 因 此 ， 当 结构 上 有 移动 荷载 作用 时 ， 在 结构 分 析 和 设计 中 ， 必 须 解 决 以 下 问题 

(1) 确定 某 量 值 的 变化 范围 和 变化 规律 ; 

(2) 计算 某 量 值 的 最 大 值 ， 以 作为 设计 的 依据 。 这 就 需要 首先 确定 最 不 利 荷载 位 置 一 一 
使 结构 某 量 值 达到 最 大 值 的 荷载 位 置 。 


吊车 最 大 轮 压 
—— 
P P 


小 车 











(a) 


(c) 


图 11.3 
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影响 线 是 解决 以 上 问题 最 方便 的 工具 和 手段 。 为 此 本 章 先 引 出 影响 线 的 概念 。 

实际 工程 中 的 移动 荷载 通常 是 由 若 十 个 大 小 、 间 距 不 变 的 竖 向 荷载 所 组 成 的 ， 其 类 型 
是 多 种 多 样 的 ， 不 可 能 逐一 加 以 研究 。 为 此 ， 可 先 研究 一 种 最 简单 的 荷载 ， 即 一 个 竖 向 单 
位 集中 荷载 P=1 沿 结构 移动 时 ， 对 指定 量 值 所 产生 的 影响 ,然后 根据 全 加 原理 ,进一步 
研究 各 种 移动 荷载 对 该 量 值 的 影响 。 











P=1 
人 例如 图 11. 4(a) 所 示 简 支 梁 ， 当 荷载 P= 1 分 别 移动 
| 到 A、1、2、3、B 各 等 分 点 时 ， 反 力 R 的 数值 分 别 为 
“9 LŠ L L 0. 如果 以 模 举 标 表 示 茶 载 P 一 1 的 位 

i 3 + 1 置 ， 以 纵 坐 标 表示 反 力 Ra 的 数值 ， 并 将 所 得 各 数值 在 水 
LI: gm 线 “ 平 的 基线 上 用 竖 标 绘 出 ， 再 将 各 竖 标 项 点 连接 起 来 ， 这 

四 样 所 得 的 图 形 [图 11. 4(b)] 就 表示 了 P=1 在 梁 上 移动 

图 11.4 时 反 力 Ra 的 变化 规律 。 这 二 图 形 就 称 为 反 力 Rs 的 影 

响 线 。 


由 此 ， 可 引出 影响 线 的 定义 如 下 : 当 一 个 指向 不 变 的 单位 集中 荷载 (通常 是 竖 直 向 下 
的 ) 沿 结构 移动 时 ， 表 示 某 一 指定 量 值 变化 规律 的 图 形 ， 称 为 该 量 值 的 影响 线 。 





| ft. 2 用 静 力 法 作 单 跨 静 定 梁 的 影响 线 


绘制 影响 线 的 基本 方法 有 两 种 ， 即 静 力 法 和 机 动 法 。 首 先 介绍 静 力 法 。 
用 静 力 法 作 影响 线 的 过 程 如 下 。 
(1) 选取 坐标 原点 ， 将 荷载 P=1 放 在 任意 位 置 ， 以 自 变量 x 表示 单位 荷载 作用 点 的 


= 


(2) 依据 静 为 平衡 条 件 求 出 某 量 值 与 工 之 间 的 函数 关系 ， 即 影响 线 方程 。 

(3) 根据 影响 线 方程 绘 出 图 形 ， 即 影响 线 。 

这 种 绘制 影响 线 的 方法 称 为 静 力 法 。 

1. 简 支 梁 的 影响 线 

1) 反 力 影响 线 

简 支 梁 支 座 反 力 Ra 的 影响 线 在 11.1 节 已 讨论 过 了 [图 11.4(b)]， 现 在 讨论 
图 11. 5(a) 所 示 简 支 梁 支 座 反 力 Rs 的 影响 线 。 为 此 ， 取 梁 的 左 端 A 点 为 坐标 原点 ， 令 

















单位 荷载 P= 至 原点 A 的 距离 为 -， 并 假定 反 力 的 方向 以 向 上 为 正 ， 由 静 力 平衡 条 件 
Mn 一 0 ,得 
Rgl—Pr=0 
R =P= (0<z<D 


这 就 是 Re 的 影响 线 方程 。 由 于 它 是 x 的 一 次 函数 ， 由 此 可 知 R, 的 影响 线 也 是 一 条 
直线 。 只 需 定 出 两 点 : 当 zx 二 0,P 二 1 在 A 点 时 ， Rs 一 0; 当 >z 一 /，P 一 1 移 至 也 点 时 ， 
Ra 一 1。 于 是， 可 绘 出 Rs 影响 线 如 图 11. 5(c) 所 示 。 在 绘制 影响 线 时 ， 通 常规 定 正 值 的 竖 
标 画 在 基线 上 方 ， 负 值 的 竖 标 画 在 基线 下 方 ， 并 要 求 注 明 正 负 号 。 由 于 P 一 1 是 不 带 任何 
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单位 的 ， 即 为 无 量 纲 量 ， 所 以 反 力 影响 线 的 纵 标 也 是 无 量 岗 量 。 以 后 利用 影响 线 研究 实际 
荷载 的 影响 时 ， 再 乘 以 实际 荷载 相应 的 单位 。 

绘制 反 力 影响 线 的 规律 : 简 支 梁 某 支 座 反 力 影响 线 为 一 条 斜 直线 ， 在 该 支 座 处 向 上 取 
纵 标 1， 在 另 一 支 座 处 取 零 。 

2) BEKR 

绘制 弯 算 影响 线 时 ， 需 先 明 确 截面 位 置 。 设 绘制 截面 C BE M 的 影响 线 ， 可 设 坐 
标 原点 于 A [图 11. 6(a)]， 由 于 荷载 P=1 在 截面 C 以 左 和 以 右 移动 时 ， 截 面 C SER 
有 不 同 的 表达 式 ， 所 以 Me 影响 线 方程 有 两 种 情况 。 








Mc 影响 线 





ey 影响 线 ， ps f; te s 
L_ == Wi 影响 线 


(c) 


图 11:5 图 11.6 
(1) MHR P= 在 截面 C 以 左 移动 时 ， 为 了 计算 简便 ， 取 截面 C 以 右 部 分 为 隔离 体 ， 
并 以 使 梁 下 面 纤维 受 拉 的 弯 矩 为 正 ， 则 有 
Me 一 RM 一 了 (0<+<a) 


上 式 表 明 Me 影响 线 与 Rs 的 影响 线 成 正比 ， 是 Re 的 5 8. 与 Rs 同 符号 ， 在 截面 C 
以 左 是 一 段 直线 。 














当 z=0 时 ， Me=0 
当 z=a 时 ， M=% 




















此 可 画 出 Me 影响 线 的 左 直线 [图 11. 6(b)]， 左 直线 仅 在 截面 C 左 侧 适用 。 

(2) 当 荷 载 P=1 在 截面 C 以 右 移动 时 ， 取 截面 C 以 左 部 分 为 隔离 体 ， 得 

G z) 
L 

















Mc=Raa= 
可 见 Me 影响 线 与 Ra 的 影响 线 成 正比 ， 是 Rs 的 a 倍 ,与 Rs 同 符号 ， 在 截面 C 以 右 
是 一 段 直线 。 


当 z=a Hf, M=% 





a (aKxr<l) 
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4 r=] hf, Mc=0 
据 此 可 夯 出 Me 影响 线 的 右 直线 [图 11. 6(b)]， 右 直线 仅 在 截面 C 右 侧 适用 。 
绘制 简 支 梁 任 意 截面 弯 矩 影响 线 规律 : 先 在 左 支 座 A 处 取 纵 标 a 与 右 支 座 B 处 的 零 
点 用 直线 相连 得 右 直线 ， 然 后 在 右 支 座 吾 处 取 纵 标 与 左 支 座 A 处 的 零点 相连 得 左 直线 或 
从 截面 C 引 下 坚 线 与 右 直 线 相交 ， 再 与 左 支 座 A 处 的 零点 相连 得 左 直线 。Mc 影响 线 是 由 
左 、 右 直线 与 基线 组 成 的 一 个 三 角形 [图 11.6(b)]。 
于 荷载 P 二 1 是 无 量 纲 量 ， 故 弯 矩 影响 线 的 单位 应 为 长 度 单位 。 
3) 剪 力 影响 线 
与 弯 矩 影响 线 类 似 ， 若 绘制 截面 C 的 剪 力 影响 线 ， 仍 按 两 种 情况 分 别 考虑 。 
(1) 当 荷 载 P=1 在 截面 C 以 左 移动 时 ， 取 截面 C 以 右 部 分 为 隔离 体 ， 并 以 绕 隔 离 体 
顺 时 针 方向 转 的 剪 力 为 正 ， 则 有 


Vc 王 一 Re 一 = 


上 式 表明 剪 力 影响 线 Ve 与 Rs 影响 线 数值 相同 ,但 符号 相反 ， 也 是 一 段 直线 ,可 由 两 点 
确定 : 
当 x=0 时 ， Ve=0 
X r=a 时 ， yo AT 
据 此 可 画 出 Ve 影响 线 的 左 直线 [图 6o]. 
(2) 当 荷 载 P=1 在 截面 C 以 有 移动 时 ， 取 截面 C 以 左 部 分 为 隔离 体 ， 得 
VER = (S< 
上 式 表明 剪 力 影响 线 Ve 与 Ra 完全 相同 ， 仍 为 二 段 直线 。 
当 r=a 时， VG 二 一 一 兰 二 




































































(0<xr<a) 


当 r= 时 y Vc=0 
从 而 夯 得 右 直 线 。 左 、 右 直线 与 基线 共同 组 成 剪 力 Ve 影响 线 ， 如 图 11. 6(c) 所 示 。 剪 力 
影响 线 与 反 力 影响 线 一 样 ， 纵 标 也 是 无 量 纲 量 。 

绘制 简 支 粱 任意 截面 剪 力 影响 线 的 规律 : 先 在 左 支 座 A 处 取 纵 标 1， 以 直线 与 右 支 
座 BB 处 的 零点 相连 得 右 直 线 ， 再 于 右 支 座 B 处 取 纵 标 ( 一 1) 与 左 支 座 A 处 的 零点 相连 得 
左 直线 ,然后 由 截面 C 引 下 坚 线 与 左 、 右 直线 相交 。 基 线 上 面 纵 标 取 正 号 ， 下 面 纵 标 取 


负 号 。 
2. 伸 辟 梁 的 影响 线 
1) 反 力 影响 线 





图 11. 7(a) 所 示 为 两 端 伸 臂 梁 ， 坐 标 原点 设 在 A 支 座 处 ，z 以 向 右 为 正 ， 向 左 为 负 。 
利用 整体 平衡 条 件 条 件 ， 可 分 别 求 得 支 座 反 力 RA. R; 的 影响 线 方程 : 
R =Z] 
> (—d,<x<I+4d;) 
Ra 一 过 J 





注意 当 荷 载 P= 1 位 于 A 点 以 左 时 xz 为 负 值 ， 故 以 上 两 方程 在 梁 的 全 长 范围 内 都 是 适用 
272 











第 11 章 ”影响 线 及 其 应 用 








的 。 由 于 上 面 两 式 与 简 支 梁 的 反 力 影响 线 方程 完全 相同 ， 因 此 只 需 将 简 支 梁 的 反 力 影 响 
线 向 两 个 伸 臂 部 分 延长 ， 即 得 伸 臂 梁 的 反 力 RA 和 Rs 的 影响 线 ， 如 图 11.7(b)、(c) 
所 示 。 











R WW 


d: 
Ry BW eu 





Mc 影响 线 





2) 跨 内 部 分 截面 内 力 影响 线 
设 求 两 支 座 间 的 任 一 指定 截面 C 的 弯 矩 和 剪 力 影响 线 。 
当 荷 载 P=1 在 截面 C 以 左 移动 时 ， 取 截面 C 以 右 部 分 为 隔离 体 ， 得 影响 线 方程 : 
Mc=Rsb 
Ve=—Rs 
当 荷 载 P— 1 在 截面 C 以 右 移动 时 ， 取 截面 C 以 左 部 分 为 隔离 体 ， 得 影响 线 方程 : 
Mc=Raa 
Ve=RA 
此 可 知 ，Mc 与 Ve 的 影响 线 方程 也 与 简 支 梁 的 完全 相同 的 。 因 而 与 作 反 力 影 响 线 
一 样 ， 只 需 将 相应 简 支 梁 上 截面 C 的 弯 矩 和 剪 力 影响 线 向 两 伸 臂 部 分 延长 ， 即 可 得 到 伸 臂 
梁 Mc 和 Vc 的 影响 线 ， 如 图 11.7(d)、(e) 所 示 。 


| (0<x<a) 


| (a—<—x<1) 
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3) 伸 臂 部 分 截面 内 力 影 响 线 

设 求 伸 辟 部 分 上 任 一 指定 截面 了 的 弯 矩 和 剪 力 影响 线 [图 11. 8(a)] 。 

Hh P—1 在 截面 D 以 左 移动 时 ， 取 截面 D 以 右 部 分 为 隔离 体 ， 得 

Mp=0 
Vo | 
当 荷 载 P=1 在 截面 D 以 右 移动 时 ， 取 截面 D 以 左 部 分 为 隔离 体 ， 得 
asi | (Ucn) 
由 此 ， 可 作出 Mo 和 Vo 影响 线 如 图 11. 8(b) 、(c) 所 示 。 

对 于 支 座 截面 处 的 剪 力 影响 线 ， 因 有 支 座 反 力 作用 ， 所 以 需 按 支 座 左 、 右 两 侧 的 两 个 
截面 分 别 考虑 ， 因 为 这 两 个 截面 是 分 别 属于 伸 臂 部 分 和 跨 内 部 分 的 。 现 以 作 巨 支 座 处 左 、 
右 截面 的 剪 力 影响 线 为 例 进 行 说 明 。 对 于 B 支 座 右 截面 的 剪 力 影响 线 V3， 可 由 Vo 影响 线 
使 截面 D 趋 于 截面 B 以 右 得 到 ， 人 好 影响 线 如 图 11. 8(d) 所 示 。 对 于 B 支 座 左 截面 的 剪 力 
影响 线 ， 因 截面 如 以 左 在 跨 内 ， 可 由 跨 内 截面 Ve 影响 线 使 截面 C 趋 于 截面 B 以 左 得 到 ， 
V 影 响 线 如 图 11. 8(e) 所 示 。 
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i | 左 直线 Mo 影响 线 

i i © At NIS 
右 直线 


左 直线 R waman 


(c) 
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(d) 
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s> 
ọ | 一 
d m | I] _ 
CHIHI | 
| As UI 
(e) 
图 11.8 


3. 影响 线 与 内 力图 的 区 别 
影响 线 和 内 力图 的 图 形 有 时 虽然 相似 ， 但 它们 有 着 本 质 区 别 。 
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(1) 内 力图 的 作 图 范围 是 整个 结构 ， 其 基线 就 表示 该 结构 ， 而 影响 线 的 作 图 范围 是 荷 
载 移动 的 范围 ， 其 基线 表示 的 是 单位 荷载 的 移动 路 线 ， 和 荷载 不 经 过 的 位 置 ， 不 绘制 影 
响 线 。 

(2) 内 力图 表示 的 是 当 外 荷载 不 动 时 ， 各 个 截面 的 内 力 值 ， 而 影响 线 表 示 的 是 当 外 载 
移动 时 ， 某 指定 截面 的 内 力 值 ， 显 然 各 图 竖 标 代表 的 含义 不 同 。 例 如 ， 图 11. 9(a) 所 示 为 
简 支 梁 的 弯 矩 Mc 的 影响 线 ， 其 上 每 一 竖 标 都 表示 单位 荷载 移动 到 该 位 置 时 指定 截面 C 的 
弯 和 矩 值 ; 图 11. 9(b) 所 示 为 简 支 梁 的 弯 和 矩 图 ， 其 上 每 一 坚 标 表示 固定 荷载 P= 作用 于 C 
点 时 不 同 截 面 的 弯 矩 值 。 两 图 中 只 有 一 根 竖 标 不 仅 值 相等 ， 而 且 力 学 概念 相同 ， 这 就 是 C 
截面 下 两 图 的 竖 标 。 
























































ab 


ab 
m RI ea 
Ac 影响 线 
(a) 


(b) 


图 11.9 


| 1. 3 静 力 法 作 间 接 荷载 作用 下 静 定 梁 的 影响 线 


前 面 所 讨论 的 影响 线 是 移动 荷载 直接 作用 在 梁 上 的 情形 ， 故 称 为 直接 荷载 作用 下 的 
影响 线 。 而 在 实际 工程 中 荷载 有 时 不 是 直接 作用 而 是 通过 纵横 梁 系 间接 地 作用 于 结构 
的 ， 如 图 11. 10(a) 所 示 的 桥梁 结构 体系 。 计 算 主 梁 时 通常 可 假定 纵 梁 简 支 在 横梁 上 ， 
横梁 简 支 在 主 梁 上 。 荷 载 直 接 作用 在 纵 梁 上 ， 再 通过 横梁 传 到 主 梁 ， 主 梁 上 的 这 些 荷 载 
传递 点 称 为 主 梁 的 结 点 。 这 样 一 来 ， 不论 荷 载 作 用 在 纵 梁 的 什么 位 置 ， 其 作用 都 是 通过 

这 些 结 点 传递 到 主 梁 上 的 ， 因 而 主 梁 总 是 在 其 结 点 处 受 集 中 力 的 作用 。 对 主 梁 来 说 ， 这 
种 荷载 称 为 间接 荷载 或 结 点 荷载 。 本 节 就 是 讨论 主 梁 在 间接 荷载 作用 下 ， 某 些 量 值 的 影 
响 线 的 作法 。 

现 以 主 梁 上 截面 C 的 弯 矩 影响 线 为 例 ， 来 说 明 间接 荷载 作用 下 影响 线 的 绘制 方法 。 

首先 ， 考 虑 荷载 P 一 1 移动 到 各 结 点 A、D、 巨 、F、 忆 处 时 的 情况 。 显 然 此 时 与 荷载 
直接 作用 在 主 梁 上 的 情况 完全 相同 。 因 此 ， 可 先 作出 荷载 直接 作用 在 主 梁 上 时 Me 的 影响 
线 [图 11. 10(b)]， 在 此 影响 线 中 ， 各 结 点 处 的 竖 标 yp、ye、yr 对 于 间接 荷载 来 说 都 是 正 

































































其 次 ,考虑 荷载 P=1 在 任意 两 相 邻 结 点 D. E 之 间 的 纵 梁 上 移动 时 的 情况 。 上 
.10(c) 可 见 ， 由 于 纵 梁 简 支 在 横梁 上 。， 攻 MORAER # 


me=0, 分 别 求 得 横梁 的 反 力 Re 一 六 和 Ro 一 d 这 组 支 座 反 力 通过 横梁 传 给 
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即 主 梁 在 结 点 D、E 处 分 别 受到 结 点 荷载 < 和 志 的 作用 。 由 影响 线 的 定义 可 知 ， 当 荷 坟 
P=1 作用 在 主 梁 的 结 点 D 时 ，Mc 二 yo， 当 荷 载 P—1 作用 在 主 梁 结 点 已 时 ，Mc 一 ye， 





















































如 图 11. 10(b) 所 示 。 则 当 三 一 和 天 作用 于 主 梁 的 结 点 卫 时 ，Me 一 上 5 二, yo 5 p= 
flJ F EBE0028 88 E M, M=- ye。 两 者 其 同 作用 时 ， 根 据 瑚 加 原理 有 
P=1 
| WR MRED 
F T L rY ; 
DT dl |E FI 
| 1 ' ' ER 
l l ' 1 1 
| -| ! | 
2 = 1 l 
' 1 
; 
ww 7 ! 
pr Mc 影响 线 
(b) 
x Pal 
D, E 
. 
dx T 
d 
1 B 
D E 
(c) 
图 11.10 


1— p 
Me = 8 d T. x+ * yE 


这 就 是 荷载 P= 作用 在 纵 梁 的 D. EALE ER DE 段 的 影响 线 方程 。 方 程式 是 
Zz 的 一 次 式 , 说 明 在 DE Et Mc 的 影响 线 是 一 条 直线 。 且 由 

当 z=0 时 ， Me 一 yp 

X r=d Bf, Mc=ye 
可 知 ， 此 直线 就 是 连接 竖 标 yo 和 ys 的 直线 [图 11. 10(b)] 。 

同 理 ， 当 荷载 P 二 1 作用 在 AD. EF. FB 各 段 纵 梁 上 时 ， 各 段 影响 线 也 应 该 是 各 段 
两 结 点 处 影响 线 竖 标的 顶点 连 一 直线 。 结 果 主 梁 的 影响 线 与 荷载 直接 作用 在 主 梁 上 时 完全 
一 致 。 因 此 ， 在 间接 荷载 作用 下 ， 主 梁 Mc 的 影响 线 如 图 11. 10(b) 所 示 。 

上 面 的 结论 ,实际 上 适用 于 间接 荷载 作用 下 任何 量 值 的 影响 线 。 由 此 ， 可 将 绘制 间接 
荷载 作用 下 影响 线 的 一 般 方 法 归纳 如 下 。 

D 先 假定 没有 纵 粱 ， 作 出 直接 荷载 作用 下 所 求 量 值 的 影响 线 ， 以 虚线 表示 。 

(2) 从 各 结 点 引 竖 标 与 直接 荷载 作用 下 的 影响 线 相交 ， 得 出 结 点 竖 标 。 

(3) 根据 间接 荷载 作用 下 ,结构 任何 影响 线 在 相 邻 两 结 点 间 为 直线 的 规律 ， 以 直线 连 
接 各 结 点 纵 标的 顶点 。 
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| f. 4 静 力 法 作 静 定 桥架 的 影响 线 


为 了 作 攻 定 平面 柏 架 的 影响 线 ， 先 要 分 析 静 定 平面 术 架 的 受 力 特点 。 具 体 要 注意 以 下 
几 点 。 

(1) 作用 于 机 架 上 的 移动 荷载 ， 或 上 行 或 下 行 都 通过 纵 粱 和 横梁 传递 到 机 架 结 点 上 。 
因此 ， 绘 制 枯 架 在 结 点 荷载 作用 下 的 影响 线 时 ，11. 3 节 讨 论 的 关于 间接 荷载 作用 下 影响 
线 的 性 质 都 适用 。 

(2) 单 跨 静 定 梁 式 桐 架 支 座 反 力 的 计算 与 相应 单 跨 梁 相同 ， 所 以 两 者 的 支 座 反 力 影响 
线 也 完全 相同 。 因 此 ， 本 节 只 讨论 杭 架 杆 件 内 力 影 响 线 的 作法 。 

(3) 在 固定 荷载 作用 下 ， 计 算 柏 架 内 力 的 方法 通常 有 结 点 法 和 蕉 面 法 ， 而 截面 法 又 可 
分 为 力矩 法 和 投影 法 。 用 静 力 法 作 枯 架 内 力 的 影响 线 时 ， 同 样 是 用 这 些 方法 ， 只 不 过 所 作 
用 的 荷载 是 一 个 移动 的 单位 荷载 。 因 此 ， 只 需 考虑 P 二 1 在 不 同 部 分 移动 时 ,分别 写 出 所 
求 杆 件 内 力 的 影响 线 方程 ， 即 可 根据 方程 作出 影响 线 。 

(4) 对 于 斜 杆 ， 为 计算 方便 ， 可 先 绘 出 其 水 平 或 坚 向 分 力 的 影响 线 ， 然 后 按 比 例 关 系 
求 得 其 内 力 影响 线 。 

下 面 以 图 11. 11(a) 所 示 简 支 柏 架 为 例 ,， 来 说 明 格 架 内 力 影 响 线 的 绘制 方法 。 设 单位 荷 
载 沿 析 架 下 弦 AG 移动 ， 和 荷载 的 传递 方式 与 图 11. 11(b) 所 示 的 梁 相同 。 

1. 截面 法 

D EIZE Na 的 影响 线 

作 截 面 一 I， 以 结 点 C 为 矩 心 ， 根 据 力 矩 方程 半 Mc 二 0, 求 Ne o 

D 当 荷载 P 二 1 在 结 点 C 以 右 移动 时 ; 取 截 面 一 I 以 左 部 分 为 隔离 体 ， 由 之 Me 一 0， 




















得 
—Ra X2d—Nih=0 
N= =A A 
h 








此 可 知 ， 将 反 力 R, 的 影响 线 坚 标 乘 ( 一 经 ) ， 得 到 Ni 的 影响 线 的 右 直 线 。 
(D 当 荷载 P—1 在 结 点 B 以 左 移动 时 ， 取 截面 一 以 右 部 分 为 隔离 体 ,由 Mc 一 0， 











得 
Recx4d 十 Naen 一 0 
Ni =—#p, 
h 











1 此 可 知 ， 将 反 力 Re 影响 线 竖 标 乘 { —3). 492 N, 的 影响 线 的 左 直 线 。 

(3) 当 荷 载 P= 1 在 B. C 之 间 移动 时 ， 由 间接 荷载 作用 下 影响 线 的 性 质 可 知 ，N, 影 
响 线 在 此 段 应 为 一 直线 ， 即 将 结 点 B. C 处 的 竖 标 用 直线 相连 。 于 是 可 绘 出 N, 的 影响 线 
如 图 11. 11(c) 所 示 。 
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(g) 
图 11.11 
实际 上 ， 上 述 N, 的 影响 线 的 左 、 右 直线 的 两 个 方程 也 可 以 合并 写 为 一 个 式 子 ， 即 
M.. 
Ne 一 一 了 人 
h 











BPEJ H AHD fj se EED C ARAA ip Ah. H SEE N, 的 影响 线 ， 如 
图 11. 11(c) 所 示 。Nx 的 影响 线 为 一 三 角形 ， 顶 点 的 竖 标 为 
_ab__2dX4d__4d 


lh 6dh 3h 
从 几何 关系 不 难得 知 ，Nz 的 影响 线 的 左 、 右 直线 的 交点 恰好 在 矩 心 C 的 下 面 。 
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2) 下 弦 杆 轴 力 No 的 影响 线 

EREI I. UER c 为 矩 心 ， 由 力 拢 方程 之 M- 一 0， 得 
No =E 

即 可 由 相应 简 支 梁 上 和 拢 心 处 的 弯 矩 影响 线 除 以 力 臂 疡 ， 便 得 到 No 的 影响 线 ， 如 图 11. 11 

(d) 所 示 。 

3) RHF OC 轴 力 的 竖 向 分 力 Yic 的 影响 线 

仍 用 截面 三 1， 根 据 投影 方程 了 Y 二 0， 求 Yc 。 

D HER P=1 在 结 点 C 以 右 移 动 时 ， 取 截面 一 1 以 左 部 分 为 隔离 体 ， 由 之 了 一 


0, 得 




















Yxc 一 十 Ra 
(2) 当 和 荷载 P=1 在 结 点 B 以 左 移动 时 ， 取 截面 一 I 以 右 部 分 为 隔离 体 ， 由 之 Y 一 0， 得 
Ye =— Re 


根据 以 上 两 式 可 作出 左 、 右 直线 ， 并 在 结 点 B. C 间 连 直线 ， 即 得 Yi 的 影响 线 如 
图 11. 11(e) 所 示 。 

Yi 的 影响 线 的 左 、 右 直线 的 两 个 方程 也 可 以 合并 写 为 一 个 式 子 ， 即 

Ye== Vie 

式 中 ,Vr 为 相应 于 简 支 梁 节 间 B—C 中 的 任 一 截面 的 剪 力 影响 线 。 

Ne 的 影响 线 可 将 Ye 的 影响 线 乘 以 比例 系数 vd +h” /h 而 得 。 

4) 竖 杆 轴 力 Ne 的 影响 线 

仍 用 截面 工 一 下 ， 根 据 投影 方程 Y 一 0， 求 Nes 

可 利用 相应 简 支 梁 节 间 剪 力 Vm 列 出 下 列表 示 式 : 

Nos- Vo 

根据 节 间 前 力 Vo 的 影响 线 ， 符 号 相反 作出 Nc 影响 线 ， 如 图 11. 11(f) 所 示 。 

2. 结 点 法 

D 当 荷 载 P=1 在 下 弦 移 动 时 ， 竖 杆 轴 力 Nn 的 影响 线 
因为 检 架 下 弦 结 点 承受 荷载 (下 承 术 架 ) 作 用 ， 由 上 弦 结 点 d 的 平衡 ， 可 得 
Na =0 
因此 ，No 的 影响 线 与 基线 重合 [图 11. 11(g)]， 不 管 单位 荷载 在 什么 位 置 ，dD 永远 是 零 杆 。 
2) 荷载 P—=1 在 上 弦 移 动 时 ， 竖 杆 轴 力 Nm 的 影响 线 
(1) 当 荷 载 P=1 在 结 点 D 时 ， 由 结 点 d 的 平衡 ， 可 得 
No=—1 
(2) 当 荷 载 P=1 在 其 他 结 点 时 ， 由 结 点 d 的 平衡 ， 可 得 
No=0 
结 点 间 用 直线 连接 ， 得 到 Nm 的 影响 线 如 图 11. 11(g) 所 示 ， 是 一 个 三 角形 。 
此 可 知 ， 作 术 架 的 影响 线 时 ， 要 注意 区 分 机 架 是 下 弦 承 载 ， 还 是 上 弦 承 载 。 在 本 例 
H. WRH ER., W Ne 、No 、Yxc 的 影响 线 仍 如 图 11. 11(c)、(d)、(e) 所 示 , 但 
图 11. 11(f) 中 的 Nc 影 响 线 需 要 修改 ， 因 为 在 上 承 顶 架 中 ，Nec 王 一 Vi ， 而 Ne 影响 线 应 
按 节 间 剪 力 Vi 的 影响 线 作出 ,但 正 负 号 相反 。 
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| 人 1. 5 机 动 法 作 静 定 梁 的 影响 线 


作 静 定 结构 支 座 反 力 和 内 力 的 影响 线 ， 除 可 采用 静 力 法 外 ， 还 可 采用 机 动 法 。 机 动 法 
作 影响 线 是 基于 刚体 体系 的 虚 功 原理 ， 通 过 虚 功 方程 把 作 影响 线 的 静 定 问题 转化 为 作 刚体 
位 移 图 的 几何 问题 。 





1. 机 动 法 作 单 跨 静 定 梁 的 影响 线 





现 以 图 11. 12(a) 所 示 的 简 支 梁 为 例 ， 运 用 虚 
功 原理 说 明 机 动 法 作 影响 线 的 原理 和 步骤 。 

1) 反 力 影响 线 

若 求 Re 影响 线 可 去 掉 与 它 相 应 的 约束 即 B 
处 的 支 座 链 杆 ， 同 时 用 正 向 的 支 座 反 力 Rs 代替 
[图 11.12(b)]. 这 样 原 结构 便 成 为 具有 一 个 自由 度 
的 机 构 。 此 机 构 在 荷载 和 反 力 作用 下 处 于 平衡 状态 。 
令 机 构 沿 Rs 正 向 发 生 任 意 虚 位 移 6 [图 11. 12(b)]， 
沿 Rz 方 向 的 位 移 2 是 确定 值 ， 单 位 移动 荷载 P=1 
作用 点 处 的 位 移 祥 是 可 变 值 ， 现 规定 ôs SpA 
上 为 正 ， 向 下 为 负 # 根据 虚 功 方程 ,有 

Ris —Pôp =0 





因 P=1, 故 得 
R=% 


ôr 
可 见 ，Rs 与 党 成 正比 。 若 令 64 二 1， 则 有 
有 Rs 一 Or 
此 式 表明 5; 的 值 恰好 就 是 单位 力 在 zx 处 时 B 点 的 反 力 Rs 值 ， 与 影响 线 定义 相同 ， 即 2 一 
1 时 的 虚 位 移 图 pp 就 是 Rs 的 影响 线 [图 11. 12(c)] 。 
2) 弯 矩 影响 线 
用 机 动 法 作 图 11. 13(a) 所 示 简 支 梁 任 意 指 定 截面 C 的 弯 和 矩 影响 线 ， 可 先 在 C 处 去 掉 
与 Me 相应 的 内 约束 ， 即 在 截面 C 处 安置 一 个 贸 ， 并 代 之 以 一 对 正 向 弯 矩 Mc [图 11. 13 
(b)]， 使 梁 变 成 机 构 ， 然 后 使 匀 C 左右 两 刚 片 沿 Mc 的 正方 向 发 生 相 对 转动 的 虚 位 移 
[图 11.13(b)]， 相 对 转角 为 a 十 8。 根 据 虚 功 方程 ,有 
Mc * a+-Mc * 8—P + 6r=0 





因 了 P= 二 1， 故 得 





— Op 
Meith 

HS at=. W 
Me 一 Dr 


同 理 ， 上 式 表明 , 在 w 十 8 一 1 的 条 件 下 ，pr 虚 位 移 图 即 Me 的 影响 线 [图 11. 13(c)]。 影 响 


RNE SX RE 





线 顶 点 坐标 y 可 通过 如 下 关系 求 得 : 





可 见 ， 影 响 线 顶 点 坐标 > 与 静 力 法 所 得 结果 一 致 。 
3) 剪 力 影响 线 
用 机 动 法 作 图 11. 14(a) 所 示 简 支 梁 任意 指定 截面 C 的 剪 力 影响 线 ， 可 先 在 截面 C 处 
撤除 与 Ve 相应 的 内 约束 ， 即 将 截面 C 处 改 为 用 两 根 水 平 链 杆 相连 一 一 定向 滑动 约束 (这 
样 ， 此 处 不 能 抵抗 剪 力 但 仍 能 承受 弯 定 和 轴 力 )， 并 代 之 以 一 对 正 疝 剪 力 Ve。 若 令 机 构 沿 
Ve 正 向 发 生 虚 位 移 [图 11. 14(b)]， 则 根据 虚 功 方程 ， 有 
Ve * ya Ve * yg—P ° óp=<0 

















ab 
"TG 
[m | 
A lll ma Mc 影响 线 T (a. sss | 
1 


(c) sq 
图 11.13 图 11.14 
因 P=1, 故 得 
V= Ôp 
yg Fyt 





若 令 yt 十 y# 二 1， 则 


上 式 表明 , E ye tya =l 的 条 件 下 ,6r 虚 位 移 图 即 Ve 的 影响 线 [图 11.14(c)]。yx、y# 
的 求法 : 

Yn In In tTyn—l 

a b a+b l 
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此 结果 与 前 面 静 力 法 结果 相同 。 

归结 起 来 ， 用 机 动 法 作 反 力 或 内 力 影响 线 的 步骤 如 下 。 

(1) 去 掉 与 所 求 量 值 相应 的 约束 ， 并 代 之 以 正 向 约束 力 。 

(2) 使 机 构 沿 约束 力 正 向 发 生 单位 虚 位 移 ， 得 到 的 荷载 作用 点 的 竖 向 虚 位 移 图 (or 图 )， 
即 为 所 求 影响 线 。 

(3) 在 横 坐 标 以 上 的 图 形 ， 影 响 线 取 正 号 ; 在 横 坐 标 以 下 的 图 形 ， 影 响 线 取 负 号 。 

机 动 法 作 影响 线 不 仅 适 合 简 支 梁 ， 同 样 也 适合 外 伸 梁 与 悬臂 梁 。 对 于 多 跨 静 定 梁 也 完 
全 可 以 采用 。 

2. 机 动 法 作 多 跨 静 定 梁 的 影响 线 


用 机 动 法 作 多 跨 静 定 梁 的 支 座 反 力 和 内 力 的 影响 线 十 分 简便 。 原 理 与 步骤 同 单 跨 静 定 
梁 ， 只 需 注意 去 掉 约束 后 虚 位 移 图 形 的 特点 。 多 器 静 定 梁 是 由 基本 部 分 和 附属 部 分 组 成 
的 ， 去 掉 约 束 后 给 虚 位 移 时 ， 应 搞 清 哪些 部 分 可 以 发 生 虚 位 移 ， 哪 些 部 分 不 能 发 生 虚 位 
移 。 属 于 基本 部 分 的 某 量 ， 去 掉 相 应 约束 后 在 基本 部 分 形成 机 构 ， 则 除 在 基本 部 分 引起 虚 
位 移 外 ， 还 将 影响 到 所 支承 的 附属 部 分 ， 位 移 图 在 基本 部 分 和 其 所 支承 的 附属 部 分 都 有 。 
属于 附属 部 分 的 某 量 ， 去 掉 相 应 约束 后 仅 在 附属 部 分 形成 机 构 ， 则 体系 只 能 在 附属 部 分 发 
生 虚 位 移 ， 基 本 部 分 不 能 动因 此 ， 位 移 图 只 限于 附属 部 分 。 现 以 例题 说 明 。 

【 例 11 - 1】 用 机 动 法 作 图 11.15(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 的 R, Ms, Vi. Vis Me hoi. 
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A 11.15 
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解 : (1) Rs 的 影响 线 。 在 多 跨 静 定 梁 中 去 掉 B 支 座 ， 并 代 之 以 正方 向 的 Rs， 于 是 
ACD 形成 有 一 个 自由 度 的 机 构 。 使 其 沿 Rs 正方 向 发 生 单位 虚 位 移 8 二 1， 所 得 到 的 虚 
位 移 8 图 即 是 Rs 的 影响 线 。 由 比例 关系 ， 可 得 各 点 竖 标 。Rs 的 影响 线 如 图 11. 15(b) 
所 示 。 

(2) Ms 的 影响 线 。 在 B 支 座 处 加 入 全 贸 ， 并 代 之 以 一 对 正 向 的 弯 和 矩 Ma, EBE B 两 侧 
其 沿 Ms 正方 向 发 生 相 对 单位 虚 位 移 a 十 8 一 1， 由 于 AB 部 分 几何 不 变 ， 不 能 发 生 虚 位 移 ， 
BCD 部 分 的 虚 位 移 85 图 即 是 Ms 的 影响 线 。 由 比例 关系 ， 可 得 C 点 竖 标 。Ms 的 影响 线 如 
图 11. 15(c) 所 示 。 
G) V5 的 影响 线 。 在 B 左 加 入 定向 约束 ， 并 代 之 以 一 对 正 向 剪 力 V5, 使 B 左 两 侧 截 
面 发 生 与 前 力 正 向 一 致 的 单位 相对 竖 向 虚 位 移 ， 由 于 定向 约束 两 侧 截 面 必须 保持 平行 ， 而 
AB 部 分 为 几何 不 变 体系 ， 故 BC 杆 只 能 平 动 ， 得 到 的 虚 位 移 5; 图 即 是 V5 的 影响 线 。 由 比 
例 关系 ， 可 得 B. C 点 竖 标 。V5 的 影响 线 如 图 11. 15(d) 所 示 s 
(4) VÚ. ZE B 右 加 入 定向 约束 ， 并 代 之 以 一 对 正 向 剪 力 V3, 使 B 右 两 侧 截 
面 发 生 与 前 力 正 向 一 致 的 单位 相对 竖 向 线 位 移 ，AB 部 分 儿 何 不 变 ， 不 能 发 生 虚 位 移 ， 
BCD 部 分 的 虚 位 移 6b 图 ， 即 是 V3 的 影响 线 。V3 的 影响 线 如 图 11. 15(e) 所 示 。 

(5) MK 影响 线 。 在 天 REMA HRZ ASIE WSE Me, E£ K 两 侧 截 面 
沿 Mxk 正 方向 发 生 相对 单位 虚 位 移 a 十 8 二 1 由 于 AC 部 分 几何 不 变 ， 不 能 发 生 虚 位 移 ， 
CD 部 分 的 虚 位 移 65 图 即 是 Mx 的 影响 线 ; 由 比例 关系 ， 可 得 玉 点 竖 标 。Mx 的 影响 线 如 
图 11.15(f) 所 示 。 
























































| Tl. 6 影响 线 的 应 用 


前 面 讨论 了 影响 线 的 绘制 方法 ,绘制 影响 线 的 目的 主要 是 利用 它 来 解决 两 方面 的 问 
题 : 一 是 当 实际 的 移动 荷载 在 结构 上 的 位 置 已 知 时 ， 如 何 利用 某 量 值 的 影响 线 求 出 该 量 值 
的 数值 ， 二 是 如 何 利用 某 量 值 的 影响 线 确定 实际 移动 荷载 对 该 量 值 的 最 不 利 荷载 位 置 。 下 
面 分 别 加 以 讨论 。 
.利用 影响 线 计算 影响 量 


) 集中 荷载 作用 
图 11. 16 Ca) 所 示 简 支 梁 受 到 一 组 平行 集中 荷载 Pi Po, Ps WEH. 现 要 利用 
.16(b) 所 示 Ve 的 影响 线 , K Pl 、Ps、P; 作 用 下 Ve 的 数值 。 

在 Ve 影响 线 中 ， 相 应 于 各 荷载 作用 点 的 竖 标 为 yy; ya ys CMAI P = 1 在 相 
应 位 置 产生 的 Ve， 因此， 由 PiP EMI Ve EF Piy Ps 产生 的 Ve 等 于 Py,，P; 产 生 的 
Ve 等 于 Py， 根据 用 加 原理 可 知 ， 在 这 组 荷载 作用 下 的 Ve 的 数值 为 

Ve=Piyit+Pzyzt Psys 

一 般 阅 来 ， 设 有 一 组 集中 荷载 Pl Pos o P, 作用 于 结构 上 ， 而 结构 某 量 值 Z 的 影 

响 线 在 各 荷载 作用 点 的 竖 标 分 别 为 y、y2、…、y。， 则 有 


Z= P,x + P;y: + + + P,y, = > Piy: (1-1) 
i=1 
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应 用 式 (11- 1) 时 ， 已 以 向 下 为 正 ，y 的 正 负 号 由 影响 线 确定 。 
2) 均 布 荷载 作 
图 11. 17(a) 所 示 简 支 粱 ， 其 上 有 长 度 一 定 的 均 布 移动 荷载 作用 ， 现 在 要 利用 图 11. 17 
(b) 所 示 Vc 影 响 线 ， 求 在 给 定 均 布 荷载 q 作用 下 Vc 的 数值 。 
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以 集中 荷载 的 计算 为 依据 ， 就 不 难 求 出 均 布 荷 载 作 用 下 的 影响 量 。 可 将 均 布 荷载 分 成 
无 限 多 个 微 段 ， 每 个 微 段 上 的 荷载 ad* 可 看 作 一 个 集中 荷载 [图 11. 17(a)]， 它 引起 的 Ve 
的 量 值 为 dr，y， 则 在 AB 区 段 内 的 均 布 荷载 产生 的 Vi 值 为 


B B 
Z,= | ed 一 a yar = qA (11=25 


式 中 ，A 为 影响 线 在 均 布 荷载 作用 范围 内 的 面积 。 
就 是 说 ， 在 均 布 荷载 作用 下 ， 量 值 2 的 数值 等 于 荷载 集 度 g 与 该 量 值 影响 线 在 荷载 作 
用 范围 内 的 面积 没 的 乘积 。 应 用 式 (11 -2) 时 ,g 以 向 下 为 正 ， 同 时 要 注意 面积 A 的 正 
负 号 。 
3) 集中 荷载 和 均 布 荷载 共同 作用 
当 集中 荷载 和 均 布 荷载 共同 作用 于 梁 上 时 ， 先 分 别 计算 各 自 影响 量 ， 然 后 再 相 加 。 
Z= >P,y,+qA KILL = SD 
【 例 11-2】 图 11.18(a) 所 示 的 伸 臂 梁 ， 作 
荷载 与 尺寸 如 图 所 示 ， 利 用 影响 线 求 Me, Ve 
的 值 。 












































x es. nepa 解 : CD 作出 Me. Ve 影响 线 ， 并 计算 出 各 控 
m CO 制 点 的 纵 坐标 值 ， 如 图 11. 18(b) 、(c) 所 示 。 
(2) 计算 Mc. Vc 值 。 
1 
ss 要 = 
š. ~ Mce=>P,y,+qA 
| [O rm i aa 
—9 1 š RS H. 
| 20X( 一 1) r5( PX1X4—2 x1x2) 
(c) 
图 11.18 二 一 15kN +m 
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2. 利用 影响 线 求 最 不 利 荷载 的 位 置 

在 移动 荷载 作用 下 ， 结 构 上 的 各 种 量 值 均 将 随 着 荷载 位 置 的 不 同 而 变化 ， 而 设计 时 必 
须 求 出 各 种 量 值 的 最 大 值 ( 包 括 最 大 正 值 Z... 和 最 大 负 值 ， 最 大 负 值 也 称 最 小 值 Zain) ME 
为 设计 的 依据 。 为 此 ， 必 须 先 确定 使 某 一 量 值 发 生 最 大 (或 最 小 ) 值 的 荷载 位 置 ， 即 最 不 利 
荷载 位 置 。 只 要 所 求 量 值 的 最 不 利 荷载 位 置 一 经 确定 ， 则 其 最 大 值 即 不 难 求 得 。 影 响 线 的 
最 重要 作用 就 是 判定 最 不 利 荷载 位 置 。 

D 可 动 均 布 荷载 的 最 不 利 布置 

可 动 均 布 荷载 的 最 不 利 位 置 是 指 荷载 可 按 任意 位 移 分 布 时 ,使 某 量 值 Z 达到 最 大 值 的 
荷载 分 布 位 置 。 

对 于 可 动 均 布 荷载 ， 由 式 (11- 2) 即 Z=qA 可 知 ; 当 荷 载 布 满 对 应 于 影响 线 正 号 面积 
的 部 分 时 ， 则 量 值 Z 将 产生 最 大 值 Zm 反之 , . 当 荷 载 布 满 对 应 于 影响 线 负 号 面积 的 部 分 
时 ， 则 量 值 Z 将 产生 最 小 值 Zw。 例 如 ， 图 匡 . I9ta) 所 示 外 伸 梁 ，C 截面 的 弯 矩 影响 线 如 
图 11. 19(b) 所 示 ， 和 欲求 截面 C 的 最 大 正 弯 矩 Mew 或 最 大 负 弯 和 矩 Me ， 则 它们 相应 的 最 
不 利 荷 载 位 置 分 别 如 图 11. 19(c)、( 由 所 示 。 

2) 移动 集中 荷载 的 最 不 利 位 置 

移动 荷载 移 到 某 个 位 置 ,- 使 某 量 .2Z 达到 最 大 值 时 ， 则 此 荷载 位 置 称 为 最 不 利 位 置 。 

(1) 单个 集中 荷载 。 

由 式 (11-1) 即 Z==Py 可 知 ， 当 这 个 集中 荷载 作用 在 影响 线 的 最 大 竖 标 处 时 ， 量 值 Z 
将 产生 最 大 值 Z. 当 这 个 集中 荷载 作用 在 影响 线 的 最 小 竖 标 处 时 ， 量 值 Z 将 产生 最 小 值 
Zn。 例 如 ， 某 量 值 的 影响 线 如 图 11. 20(a) 所 示 ， 则 与 该 量 值 相应 的 最 不 利 荷载 位 置 分 别 
如 图 11. 20(b) A OHR o 
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此 可 知 ， 当 只 有 一 个 移动 集中 荷载 时 ， 和 荷载 移 到 影响 线 顶 点 时 才 会 产生 量 值 最 大 值 。 




















(2) 一 组 集中 荷载 。 
对 于 一 组 集中 荷载 ( 指 一 组 互相 平行 而 且 间 距 保持 不 变 的 荷载 )， 其 最 不 利 荷载 位 置 的 
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确定 一 般 要 困难 些 。 下 面 以 工程 中 常 遇 到 的 影响 线 为 三 角形 ， 移 动 集中 荷载 为 两 个 的 情况 
为 例 [图 11. 21(a)]， 来 说 明确 定 其 最 不 利 荷载 位 置 的 方法 一 一 试 算法 。 








2 影响 线 
(a) (b) 


图 11. 21 


根据 式 (11 - DE Z 一 已 w 十 P;y 来 分 析 荷 载 的 位 置 与 量 值 之 间 的 关系 。 

图 11.21(a) 图 中 的 状态 (两 力 均 在 C 点 左 侧 )， 由 于 量 值 Z 随 荷载 向 右 而 增加 ， 因 
此 到 状态 @( 第 一 力 到 达 C 点 ) 前 量 值 Z 是 不 会 有 极 值 的 。 当 P, 到 达 C 点 时 情况 开始 发 生 
变化 ， 因 为 再 向 右 移 (状态 @)， 书 下 的 影响 线 竖 标 开始 减少 ,但 已 下 的 影响 线 竖 标 还 在 
增加 ， 所 以 量 值 2 有 三 种 可 能 ， 如 图 11. 21(b) 所 示 ; 一 种 是 量 值 Z 开始 减少 ， 如 果 出 现 
这 个 结果 ， 则 状态 @ 便 是 最 不 利 荷载 位 置 ; 另 一 种 是 量 值 乙 继续 增加 (但 增加 缓慢 )， 这 时 
量 值 Z 不 会 出 现 极 值 ， 第 三 种 是 量 值 Z 不 增 不 减 ， 这 时 量 值 Z 也 不 会 出 现 极 值 。 当 P, 到 
达 C 点 时 (状态 @) 情 况 又 开始 发 生变 化 ， 因 为 再 向 右 移 (状态 @)，P,、P; 下 的 影响 线 竖 
标 都 减 小 ， 如 图 1210Cb) 所 示 ， 则 @ 状 态 也 是 最 不 利 荷载 位 置 。 

通过 以 上 分 析 可 知 ， 只 有 状态 @ 和 状态 @ 才 可 能 使 量 值 Z 有 极 值 ， 也 就 是 说 只 有 一 个 
集中 力作 用 在 影响 线 顶 点 C 时 才 可 能 是 最 不 利 荷载 位 置 。 推 广 上 述 分 析 结 果 可 以 得 到 一 个 
简单 但 又 非常 重要 的 结论 ， 即 一 组 集中 力 移动 荷载 作用 下 的 最 不 利 荷载 位 置 ， 一 定 发 生 在 
某 一 个 集中 力 (临界 荷载 ) 到 达 影 响 线 顶 点 时 才 有 可 能 ,至 于 究竟 哪个 是 临界 荷载 ， 尚 须 研 
究 判别 法 (可 参考 一 般 结构 力学 教材 ) 。 当 梁 上 的 集中 荷载 数目 不 多 时 ， 一 些 荷载 直观 判别 
就 可 否定 其 为 临界 荷载 ， 因 此 这 里 不 准备 青 去 讲述 判别 法 ， 顶 多 试 算 两 次 或 三 次 就 可 以 确 
定 临界 荷载 并 得 到 最 大 正 值 或 最 大 负 值 的 影响 量 。 

为 了 减少 试 算 次 数 ， 宜 事先 大 致 估计 最 不 利 荷载 位 置 。 为 此 ， 应 将 荷载 组 中 数值 较 大 
且 较 为 密集 的 这 部 分 荷载 放置 在 影响 线 竖 标 较 大 处 ， 同 时 注意 在 影响 线 同 号 区 尽量 多 排列 
荷载 ， 而 避免 在 异 号 区 段 布 载 ， 这 样 比较 接近 于 取得 最 大 影响 量 的 情况 。 

【 例 11-3】 求 图 11. 22(a) 所 示 简 支 梁 在 所 给 移动 荷载 作用 下 C 截面 的 最 大 弯 矩 。 

解 : (1) 作 Me 的 影响 线 ， 如 图 11. 22(b) 所 示 。 

(2) 分 析 临 界 力 的 可 能 性 。 三 个 力 中 ,大 小 为 4kN 的 力 肯定 不 是 临界 荷载 ， 因 为 它 位 
于 C 点 时 ， 前 两 力 均 已 移出 粱 处 。 因 此 只 有 两 种 可 能 性 ， 即 大 小 为 6kN 或 8kN 的 力 。 

(3) 计算 最 大 弯 矩 Momax o 

4 P.,=6kN 时 [图 11.22(c)]， 有 
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Mc 一 6X 竺 十 8X 革 一 13. 87kN + m 


34 P,,=8kN 时 [图 11.22(d)],， 有 


Mc=6X 之 +8X 和 +4X 包 =13. 6kN -© m 
15 3 15 


通过 对 比 计算 发 现 ， 大 小 为 6kN 的 力 确 系 临界 力 ， 而 C 载 面 最 大 弯 矩 Mons 二 13. 87kN * m, 
【 例 11- 4】 RE 11. 23(a) 所 示 简 支 梁 在 所 给 移动 荷载 作用 下 C 截面 的 最 大 正 剪 力 。 
解 : (1) 作 Ve 的 影响 线 ， 如 图 11. 23(b) 所 示 。 
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(2) 分 析 临 界 力 的 可 能 性 。 为 了 得 到 最 大 正 剪 力 ， 四 个 集中 力 必 有 一 个 位 于 竖 标 为 
0.6 的 值 上 ， 当 P, 作用 于 其 上 时 ， 前 三 个 力 已 移 到 染 外 ， 此 种 情况 不 会 是 最 不 利 的 ，P 
作用 于 其 上 时 ，P, 、P, 已 移 近 靠 B 支 座 处 ， 此 时 影响 线 正 值 已 很 小 ， 故 此 种 情况 也 不 是 
最 不 利 的 ， 而 只 有 当 Pe 作用 在 其 上 时 才 是 最 不 利 荷载 位 筷 [图 11. 23(c)]， 此 时 有 
V cmas =280X (0. 6 十 0. 48 十 0. 08) =324. 8kN 
P, 作用 在 0. 6 上 时 ， 读 者 可 自行 验证 。 



































| fT 简 支 梁 的 内 力 包 络 图 和 绝对 最 大 弯 矩 


1. 简 支 梁 的 内 力 包 络 图 

在 设计 吊车 梁 等 承受 移动 荷载 的 结构 时 ， 必 须 求 出 各 截面 上 内 力 的 最 大 值 ( 最 大 正 值 
和 最 大 负 值 )。 用 11. 6 节 介 绍 的 确定 最 不 利 荷载 位 置 进而 求 某 量 值 最 大 值 的 方法 ， 可 以 求 
出 简 支 梁 任 一 截面 的 最 大 内 力 值 。 如 果 把 梁 上 各 截面 内 力 的 最 大 值 按 同一 比例 标 在 图 上 ， 
连 成 曲线 ， 这 一 曲线 即 称 为 内 力 包 络 图 。 各 截面 最 大 弯 矩 值 的 连 线 图 称 为 弯 矩 包 络 图 ,各 
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-一 

截面 最 大 剪 力 值 的 连 线 图 称 为 剪 力 包 络 图 。 内 力 包 络 图 表明 了 在 给 定 移动 荷载 作用 下 ， 梁 
上 各 截面 可 能 产生 的 内 力 值 的 极限 范围 ， 它 是 设计 吊车 梁 和 桥梁 等 结构 的 重要 资料 。 现 以 
吊车 梁 的 内 力 包 络 图 为 例 ， 说 明 简 支 梁 内 力 包 络 图 的 作法 。 

图 11. 24(b) 所 示 一 简 支 梁 ， 跨 度 为 12m， 承 受 图 11. 24(a) 所 示 两 台 吊 车 荷载 作用 ， 

现 要 绘制 其 弯 矩 图 包 络 图 。 一 般 将 粱 分 成 若干 等 份 (通常 为 10 等 份 )， 按 11. 6 节 介绍 的 方 
法 求 出 各 等 分 点 的 最 大 弯 矩 、 最 大 正 剪 力 与 最 大 负 剪 力 ， 以 截面 位 置 作为 横 坐 标 ， 求 得 的 
值 作为 纵 坐 标 ， 用 光滑 曲线 连接 各 点 即 可 得 到 该 梁 的 弯 和 矩 包 络 图 与 剪 力 包 络 图 ， 如 
图 11.24(c)、(d) 所 示 。 其 中 距 梁 左 端 为 4. 8m 处 截面 上 的 最 大 正 剪 力 324. 8kN 的 来 源 ， 
Ep 11.6 节 中 例 11 -4 所 求 的 结果 。 注 意 简 支 梁 弯 和 矩 包 络 图 只 有 一 种 符号 ， 即 正 号 ， 但 剪 
力 包 络 图 有 正 负 之 分 。 
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作用 下 相应 截面 的 最 大 弯 矩 ， 但 各 截面 最 大 达 矩 值 还 要 出 现 最 大 值 ( 即 包 络 图 中 的 最 大 竖 
标 ) ， 这 种 最 大 过 矩 中 的 最 大 值 ， 称 为 绝对 最 大 索 矩 。 由 图 11. 24(c) 中 可 以 发 现 ， 绝 对 最 
大 弯 矩 产生 的 截面 并 不 是 梁 的 中 点 ， 而 是 在 梁 的 中 点 附近 的 某 个 截面 。 因 此 ， 它 的 确定 与 
两 个 可 变 的 条 件 有 关 ， 即 截面 位 置 的 变化 和 荷载 位 置 的 变化 。 也 就 是 说 ， 若 求 绝对 最 大 次 
矩 ， 不 仅 要 知道 产生 绝对 最 大 弯 矩 的 所 在 截面 而且 要 知道 相应 于 此 截面 的 最 不 利 荷 袁 
位 置 。 

由 于 绝对 最 大 普 甜 也 是 某 一 截面 的 普 逢 最 大 值 ， 因 此 在 解决 上 述 问题 时 ， 自 然 地 会 想 
到 ， 按 照 求 这 矩 最 大 值 的 方法 ， 把 各 个 截面 的 最 大 弯 矩 求 出 来 ， 然 后 再 加 以 比较 。 但 实际 
上 梁 上 截面 有 无 限 多 个 ， 不 可 能 把 梁 上 各 个 截面 的 最 大 弯 矩 都 求 出 来 一 一 加 以 比较 。 因 
此 ， 这 个 方法 是 行 不 通 的 ， 必 须 寻 求 其 他 可 行 的 途径 。 

根据 11. 6 节 所 述 可 知 ， 当 梁 上 作用 一 组 移动 集中 荷载 时 ， 对 任 一 已 知 截 面 C， 其 这 
矩 为 最 大 时 ， 必 有 一 临界 荷载 P, 位 于 它 的 影响 线 的 顶点 ( 即 该 楚 逢 所 在 截面 处 );， 故 知 蕉 
i C 的 最 大 弯 矩 必 将 发 生 于 某 一 临界 荷载 Ps 之 下 。 这 一 结论 自然 也 适合 于 绝对 最 大 弯 甜 ， 
只 不 过 此 时 它 的 截面 位 置 和 临界 荷载 P, 都 是 待 求 的 。 要 把 莉 界 荷载 和 截面 位 置 同时 求 出 
是 不 方便 的 。 为 此 ， 可 采用 试 算 的 办 法 ， 即 先 假定 某 苟 规 P, 为 临界 荷载 P。， 然 后 研究 
它 作用 在 何 处 可 使 其 所 在 截面 的 弯 矩 达到 最 大 值 .这 样 ， 将 各 个 荷载 分别 作为 临界 荷 裁 ， 
求 出 其 相应 的 最 大 弯 矩 ， 再 加 以 比较 ， 即 可 得 讲 绝 对 最 大 弯 矩 

图 11. 25 RARER alt P.. i A 




















Pa, +=, P, 的 数值 和 间距 都 不 变 。` 当 荷载 在 梁 R 
上 移动 时 ， 求 梁 内 可 能 发 生 的 最 大 弯 窍 ( 即 绝对 Po P. 





i ag | ia pP 
最 大 弯 矩 ) 。 di ii š 
设 任 一 集中 荷载 为 Pa- 现 研究 其 所 在 截面 anl | lan 


弯 和 矩 发 生 最 大 值 的 条 件 。 以 zx 表示 Pa IELE | i j 可 | 
AWER, RR 表示 染 上 所 有 荷载 的 合力 .a 表示 | 

Pat 尺 作用 线 间 的 距离 ; 设 Ps 在 R 的 左边 由 ™ 

ms 二 0， 得 图 11.25 


Ra =R (zy 








MJ P. ERES EA 


M.=Rax— Pidi =Ë ¿I—x—a)z—M, 


i 
式 中 ，Me 为 Pe 左 面 的 荷载 对 P 作 用 点 的 力矩 之 和 。 
Mu 是 与 工 无 关 的 常数 ， 当 M, 为 极 大 时 ， 应 满足 
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式 (11-4) 表 明 ， 当 P 所 在 截面 的 弯 矩 最 大 时 ， 梁 的 中 线 正 好 平分 Pat R ZEER. 
YRKE 








Ma =E (4—4) 一 M， (11-5) 


应 用 式 (11 一 4) 和 式 (11-5) 时 ,由 于 尺 是 梁 上 实 有 荷载 的 合力 ， 安 排 Pu 与 R 对 称 于 
梁 中 央 的 位 置 时 ， 有 些 荷载 可 能 来 到 梁 上 或 者 离开 梁 上 ,这 时 应 重新 计算 合力 R 的 数值 和 
位 置 。 另外，P。, 在 R 以 左 时 a WUES. TER IAA a 取 负 号 。 

比较 各 个 荷载 作用 截面 的 最 大 弯 矩 ， 其 中 最 大 的 一 个 就 是 绝对 最 大 弯 矩 。 实 际 计 算 
中 ， 常 常 可 以 估计 出 哪个 荷载 或 哪 几 个 荷载 需要 考虑 。 

【 例 11- 5】 求 图 11. 26(a) 所 示 吊 车 梁 的 绝对 最 大 弯 和 矩 。 

解 : D 四 个 力 全 在 梁 上 。 























@ 求 使 梁 跨 中 截面 C 产 生 最 大 弯 矩 的 临界 





5m 1.26m 5m F 
荷载 。 
l: _ asa P, =330kN 根据 Me 影响 线 可 知 P.H 可 能 是 P, P; 中 
的 一 个 。 
A B 








34 P;= P.N, 得 
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(a) 





ji a , ä + OREKS. 


R=4X330=1320kN 


P, P.=P.| | Ps P. N = 
! 位 于 Pe, P, 的 中 点 [图 11. 26(b)]， 则 
1.26 
0.315 |! R=1320kN a= 50. 63m 
P. Po-P| 123327 P. CRL ao 
o afl MSR (p-e =u, 
1320 /12_0. 63\? 
+ —1520/12 出 ga e 
EAN 12 (二 一 2 ) 一 330X5 
图 11.26 一 1905kN。m 


(2) 三 个 力作 用 在 梁 上 [图 11. 26(c)]。 

O 求 使 梁 跨 中 截面 C 产生 最 大 弯 矩 的 临界 荷载 。 根 据 Me 影响 线 可 知 P, 只 可 能 是 P. o 
© 求 绝 对 最 大 弯 矩 

当 P= 二 Ps 时 , 得 





R=3X330=990kN 
利用 合力 矩 定理 ， 得 
—990a=330X1. 26 一 330X5 
a=1. 247m 


= (121.247 
12 \ 2 2 

=1969kN * m 
ADN R, RARR EEA 1969kN m, EFEERERA Pe, Pa, P, 时 
P, 位 于 距 梁 跨 中 左 方 0. 623m 的 截面 上 。 


) —330X1. 26 
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| 11. 8 超 静 定 梁 的 影响 线 及 连续 梁 的 包 络 图 





在 进行 钢筋 混凝土 主 梁 设计 过 程 中 ， 需 要 对 连续 梁 进 行 活 荷载 的 最 不 利 组 合 ， 从 而 得 


到 内 力 的 包 络 图 。 然 而 荷载 的 最 不 利 组 合 与 梁 的 影响 线 有 密切 关系 ， 因 此 先 由 超 静 定 梁 的 
影响 线 开 始 叙 述 。 
现在 研究 当 单 位 移动 荷载 作用 于 超 静 定 梁 上 时 影响 线 的 绘制 方法 。 





图 11. 27(a) 给 出 一 端 固定 一 端 铵 支 的 单 跨 超 静 定 梁 ， 
当 单位 力 P=1 作用 在 + 截面 时 ， 若 作 R4 的 影响 线 ， 需 














先 求 出 R. 5 z 丙 数 关系 ， 这 恰好 相当 于 解 一 次 超 静 定 。 
将 Ra 设 为 X1( 多 余 未 知 力 )， 作 Ms 图 与 Mi 图 [图 11. 27 
(b)、(c)]， 计 算 Aip 与 Su ， 有 

.) C2L 十 工 ) 











1 
A= +G 22 
和 如 一 工 LXLX21/ET=- 全 

ulXIX SEI 


代入 力 法 方程 ， 得 到 
— (2): (Q>) 








x=rR= -E 
3EI 
oi ë 
=4(2) a (li 6) 


式 (11-6) 表 明 超 静 定 粱 影响 线 是 曲线 而 不 是 直线 。 
将 此 函数 图 像 绘 于 图 11. 27(d) ， 即 为 Rs 的 影响 线 。 实 际 
绘制 超 静 定 梁 影 响 线 时 可 以 采用 机 动 法 ， 例如， 本 例题 中 
为 了 得 到 RA 的 影响 线 ， 可 将 A 支 座 向 上 移动 一 单位 距 
离 ， 梁 的 弹性 曲线 即 为 所 求 影 响 线 [图 11. 27(e)]。 此 结 
论 可 通过 梁 的 挠 曲线 加 以 证 明 。 

此 结论 说 明 ， 弹 性 曲线 纵 坐标 y MEJI Ras BE 
整个 弹性 曲线 就 是 Ra 影响 线 。 





h: 1 (e) 
=Le 7 
p> 
Mob ' 
(0 
11.27 


为 了 得 到 超 静 定 梁 BLESER. 可 将 B KEMER, RESET I] 
转 一 单位 角 ， 得 到 如 图 11. 27(f) 所 示 的 弹性 曲线 ， 即 为 所 求 的 影响 线 。 





下 面 按 机 动 法 给 出 多 跨 连 续 梁 弯 矩 与 剪 力 影响 线 的 图 
它 是 支 座 C 加 铵 后 产生 正 单位 相对 转角 时 梁 的 弹性 曲线 ; 
是 截面 加 铵 后 产生 正 单位 相对 转角 时 梁 的 弹性 曲线 ;图 














形 。 图 11. 28(a) 为 Mc 影响 线 ， 
图 11. 28(b) 为 Mx 的 影响 线 ， 它 
11.28(c) J VX 的 影响 线 ， 它 是 





N 截面 变 为 定向 约束 后 产生 正 单位 相对 竖 向 位 移 时 梁 的 弹性 曲线 ; 图 11. 280W Ver B9 














影响 线 ， 它 是 C 右 截 面 变 为 定向 约束 后 产生 正 单位 相对 坚 





向 位 移 时 梁 的 弹性 曲线 。 

















这 里 讲述 的 连续 梁 影 响 线 的 机 动 法 与 多 跨 静 定 梁 影响 线 所 应 用 的 机 动 法 有 类 似 之 处 
( 指 作法 )， 但 静 定 梁 影响 线 是 几何 可 变 体系 梁 轴 的 位 移 图 ， 为 斜 直线 ， 而 连续 梁 的 影响 线 
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从 影响 线 


图 11.28 


是 粱 的 弹性 曲线 ， 为 曲线 。 上 述 连续 梁 的 影响 线 仅 给 出 图 形 的 形状 而 没 给 出 具体 坐标 数值 
(这 点 已 经 可 以 满足 绘制 连续 梁 包 络 图 的 需要 )。 

掌握 了 连续 梁 影响 线 图 形 的 绘制 方法 就 可 以 进行 活 荷 载 的 最 不 利 组 合 布置 图 11. 29 
是 根据 不 同 截面 弯 矩 的 影响 线 布置 的 相应 最 不 利 活 载 p 的 位 置 。 由 于 C 截面 弯 矩 影响 线 在 
C 截面 相 邻 两 跨 中 均 为 负 ， 然 后 隔 一 跨 为 负 ， 故 应 使 C 支 座 产生 最 大 负 弯 和 矩 在 BC、CD 与 
EF KWER p. WE 11. 29(a 和 《D) 所 示 ， 而 要 使 C 支 座 产 生 最 大 正 弯 和 矩 ， 就 应 在 
a O tetra 5 3 3 3 3 t l ) t), O, 
ERKMEN, E REAK AAR TIRS QS i NWAR 此 外 还 要 隔 跨 满 布 活 荷载 。 
11. 29(d) 给 出 了 第 二 跨 跨 中 截面 的 弯 矩 影响 线 ， 由 于 K 截面 所 在 跨 影响 线 为 正 值 ， A 
后 隔 跨 为 正 值 ， 因 此 使 K RE ERKESE R p 应 满 布 在 BC、DE 跨 ， 如 
图 11. 29(e) 所 示 。 而 车 使 截面 产生 最 大 负 弯 矩 ， 显 然 应 在 AB、CD 和 EF BW Ay tr 
载 ， 如 图 11. 29(D 所 示 。 将 此 结论 推广 ， 若 想 使 连续 梁 某 跨 中 有 最 大 正 弯 和 矩 ， 则 活 荷载 应 
在 此 跨 满 布 ， 然 后 向 两 侧 隔 跨 满 布 。 
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第 二 跨 跨 中 最 大 正 瘟 矩 











图 11. 29 
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根据 跨 中 弯 矩 与 支 座 弯 矩 活 荷载 最 不 利 位 置 的 布置 ， 可 以 绘制 连续 梁 弯 矩 包 络 图 。 下 
面 通过 一 具体 例题 说 明 连 续 梁 包 络 图 的 作法 。 

【 例 11-6】 图 11.30(a) 为 一 钢筋 混凝土 两 跨 连 续 主 梁 ， 梁 上 的 恒 载 设计 值 G= 
51. 6kN， 活 荷载 设计 值 P= 二 100kN( 此 处 活 载 为 次 梁 传 来 的 集中 力 ， 为 方便 计算 ,将 主 梁 
的 恒 载 也 化 为 相应 集中 力 ) ， 梁 跨 /二 6. 64m， 两 跨 刚 度 相同 。 试 考虑 跨 中 与 支 座 弯 矩 的 最 
不 利 状况 绘制 该 梁 的 弯 矩 包 络 图 。 

解 : 由 于 恒 载 是 固定 不 变 的 ， 无 论 何 时 都 存在 于 梁 上 ， 所 以 先 将 其 弯 矩 图 作出 。 

根据 对 称 条 件 ， 中 点 支 座 处 截面 转角 显然 为 零 ， 因 此 可 以 取 图 11. 30(b) 所 示 的 结构 
代 蔡 原 梁 的 左 部 。 图 11. 30(b) 虽 然 属于 一 次 超 静 定 梁 , 但 其 内 力图 的 绘制 可 以 引用 刚刚 
讲述 的 超 静 定 梁 反 力 影响 线 的 结果 ， 而 不 必 再 解 超 静 定 梁 。 按 选 加 原理 ， 图 11. 30(b) 所 


示 结 构 A 支 座 反 力 : 
R=[3(3) =l) Ha) aes 












































M =2GX-I=ŠGI=51.6X6.64X-2=76. IkN * m 
M,—ZGx-I—GX-4—GI=38kN + m 
2 1 1 











M,=ZGxI—GX21SGX 
图 11.30(a) RSE RRF E 11. SD 
活 荷 载 PAETE APE 11. 30(d) 所 示 梁 按 对 称 性 分 解 为 图 11. 30(e) 与 (g) 
两 梁 。 图 11.30Ce) RSE [图 11. 30(D)] 利用 刚刚 得 出 的 静 载 弯 矩 结果 ， 有 





l 


3 3 Gl 114. 2kN +m 


M i= (È )ı=} x100% 661=73. SKN + m=M, 
p=} (Ë )1=36. 9kN + m=M; 
M, =—4 (Ë )1=—110. 7kN + m 


图 11. 30(g) 所 示 梁 为 反对 称 荷载 ， 根 据 对 称 性 讨论 B ZIEGE, MAAE A s f 
支 梁 ( 属 于 静 定 结构 )， 其 弯 矩 图 [图 11. 30(h)] 中 数值 为 

Mi 一 所 Xx 二 二 X100X6. 64=110. 7kN * m=M,=—M,=—M, 

BMA 11. 30(f) 与 图 11. 30(h) 所 示 弯 矩 纵 坐 标 ， 最 终 得 到 图 11. 30(d) 所 示 梁 的 M 图 
[图 11.30(i)], 其 值 为 





Mi 一 73. 8+110. 7=184. 5kN * m 
M,=36. 9+110. 7=147. 6kN * m 
Ms =110. 7kN * m 
AM: 一 36. 9—110. 7=—73. 8kN * m 
M: =73. 8 一 110.7 王 一 36.9kN * m 
右 跨 满 布 活 荷载 的 弯 矩 图 也 可 利用 此 图 结果 ， 但 需 翻转 180"， 而 两 跨 同时 满 布 活 荷载 
时 的 弯 矩 图 采用 上 两 图 的 琶 加 即 可 (图 中 未 画 出 ) 。 
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活 荷载 使 召 支 座 产生 最 大 负 弯 矩 时 ， 其 值 应 两 跨 均 布 曾 ， 加 上 人 恒 载 弯 矩 得 图 11. 30(j) 
中 的 曲线 中， 弯 矩 值 为 
My=—(2X110.7+114.2)=—336kKN * m 
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Mi!=184. 5—36. 9+76. 1=224kN * m=M! 
M}=147. 6—73. 8+38=112kN . m=M! 
WAREK PA ERRES EN. HEMA ETES. EE a R E a 
图 11. 300 HIHO, BEMA 
M} =184. 5 十 76. 1=261kN * m 
M} =147. 6+38=186kN . m 
人 一 一 (110.7 十 114. 2)=—225kN * m 
活 荷载 使 右 跨 跨 中 有 最 大 正 弯 矩 时 ， 其 值 应 仅 布 壮 于 右 跨 ， 加 上 恒 荷 载 弯 矩 图 得 
图 11. 30G) 中 的 曲线 @@， 弯 矩 值 为 
Mi 一 一 36. 9 十 76. 1=39kN * m 
AM 一 一 73. 8 十 38 一 一 36kN * m 
Mį=— (110. 7+114. 2)=—225kN,* m 
上 述 3 条 曲线 中 曲线 @ 不 仅 代表 活 荷载 使 左 跨 跨 中 产生 最 大 正 弯 和 矩 ， 同 时 也 代表 使 右 
路 跨 中 产生 最 大 负 弯 和 矩 ， 而 曲线 @@ 线 不 仅 代表 活 荷载 使 有 跨 跨 中 产生 最 大 正 弯 矩 ， 同 时 也 
代表 使 左 跨 跨 中 产生 最 大 负 弯 和 矩 。 图 11. 30 中 尚 缺 少 活 荷载 使 也 支 座 产 生 最 大 正 弯 和 矩 的 相 
应 曲线 ， 根 据 影响 线 的 概念 ， 对 于 两 跨 连 续 梁 ， 这 种 情况 相当 于 不 布置 活 荷载 ， 因 此 也 就 
是 恒 载 引起 的 弯 矩 图 ， 如 果 支 座 B 的 最 小 负 弯 和 矩 以 零 为 限 ， 则 该 弯 矩 图 要 落 到 弯 矩 包 络 图 
内 部 (此 处 未 绘 出 )。 将 所 得 各 曲线 的 最 外 线 相连 ， 并 考虑 到 跨 中 最 小 正 弯 矩 以 零 为 限 ， 则 
最 终 得 到 弯 矩 包 络 图 为 图 11. 30(j) 中 的 实 线 所 组 成 的 图 形 。 
对 于 剪 力 ， 实 际 应 用 中 主要 是 求 出 支 座 左 右 的 最 危险 剪 力 值 ， 就 本 例题 而 言 ， 是 要 求 
出 A 截面 的 最 大 正 前 力 和 Bz 截面 的 最 大 负 剪 力 ,根据 连续 梁 剪 力 影响 线 ， 使 A 产生 
最 大 正 剪 力 时 活 荷 载 应 仅 在 左 跨 布 置 ， 此 时 恒 载 和 活 载 同 时 考虑 ， 剪 力 值 为 
Vat =51. 6 -100—225/6; 64=118kN 
根据 影响 线 ， 使 Bt 截面 产生 最 大 负 剪 力 应 在 两 跨 同 时 满 布 活 载 ， 加 上 恒 载 剪 力 ， 其 总 值 为 
Vi =—51. 6—100—336/6. 64 一 一 202kN 
右 跨 剪 力 与 上 述 两 值 形 成 反对 称 图 形 [图 11. 30(k)] 。 
































本 章 讨论 了 如 何 利用 影响 线 ， 求 解 梁 在 移动 荷载 作用 下 的 支 座 反 力 、 内 力 的 计算 问题 
介绍 了 移动 荷载 、 影 响 线 的 概念 ， 特 别 强调 了 弯 矩 的 影响 线 与 弯 矩 图 的 区 别 ， 见 表 11 - 1。 
表 11-1 弯 矩 的 影响 线 与 弯 矩 图 的 区 别 
线 型 荷载 截面 横 坐 标 纵 坐 标 


了 一 1 移 到 该 位 置 时 ， 指 
定 截面 的 弯 和 矩 值 








M 影 响 线 了 一 1 的 移动 荷载 | 某 个 指定 截面 P=1 的 位 置 





固定 荷载 作用 下 ， 该 截面 
WSE 


大 小 、 位 置 固定 


ME | 的 荷载 


各 个 截面 截面 的 位 置 
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SoN IARE 
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绘制 影响 线 有 静 力 法 和 机 动 法 。 静 力 法 是 绘制 影响 线 的 基础 ， 机 动 法 是 绘制 影响 线 的 
。 机 动 法 绘制 静 定 梁 影响 线 具有 如 下 规律 去 掉 所 求 影 响 量 值 的 联系 ， 染 成 为 可 变 
IK; 一 个 刚 片 ， 其 上 的 影响 线 为 一 段 直线 ; 竖 向 支 座 处 ， 影 响 线 必 为 零点 ; 滑动 约束 两 侧 
的 影响 线 是 平行 线 。 

利用 影响 线 可 求 指定 影响 量 值 。 

当 有 一 组 集中 荷载 Pl，P;，…，P, 作 用 于 梁 上 ， 而 梁 的 某 一 量 值 Z 的 影响 线 在 各 荷 
载 作用 处 的 纵 坐 标 为 y，y ，…，w 时 ， 则 该 量 值 为 
Z= P. * x + P; * yeH + P, * y, = > P, * y, 

当 梁 受到 均 布 荷载 g 作用 时 ， 若 y 为 该 梁 某 种 量 值 Z 的 影响 线 ， 则 对 AB 段 上 的 整个 
均 布 荷载 而 言 ， 它 使 梁 产 生 的 Z 值 应 为 

B B B 
FA f'ade “y=g* [fya q» faa qA 

利用 影响 线 可 确定 最 不 利 荷载 位 置 、 计 算 反 力 或 内 力 值 、 绘 制 简 支 梁 的 包 络 图 、 推 导 
出 简 支 梁 在 移动 荷载 作用 下 的 绝对 最 大 弯 矩 计算 公式 。 

本 章 还 介绍 了 超 静 定 梁 的 影响 线 和 连续 梁 的 包 络 图 及 连续 梁 的 不 利 荷载 布置 ， 其 结果 
将 直接 用 于 结构 设计 中 。 






































关键 术语 


移动 荷载 (movable load); 影响 线 (influence line); 静 力 法 (static method); 机 动 法 
(kinematical method); 临界 荷载 (critical load); 临界 位 置 (critical position); 最 不 利 荷 载 
位 置 (the most unfavorable load position); 绝对 最 大 弯 和 矩 (absolute maximum bending mo- 
ment); 包 络 图 (envelope diagram), 


习 题 11 


一 、 思 考题 
1 影响 线 的 定义 是 什么 ”有 无 均 布 荷载 的 影响 线 ? 
2. 影响 线 的 横 坐 标 x 和 竖 坐 标 y 各 代表 什么 物理 意义 ? 
3. 用 静 力 法 作 某 内 力 影响 线 与 在 固定 荷载 作用 下 求 该 内 力 有 何 异 同 ? 
4. 某 截面 的 剪 力 影响 线 在 该 截面 处 是 否 一 定 有 突变 ? 突变 处 左右 两 竖 标 各 代表 什么 
意义 ? 突变 处 两 侧 的 线段 为 何必 定 平行 ? 
5. 间接 荷载 作用 时 ， 影 响 线 的 特点 是 什么 ? 
6. 术 架 影响 线 为 何 要 区 分 上 弦 承 载 还 是 下 弦 承 载 ? 在 什么 情况 下 两 种 承载 方式 的 影 
响 线 是 相同 的 ? 
7. 恒 载 作用 下 的 内 力 为 何 可 以 利用 影响 线 求解 ? 
8. 何谓 最 不 利 荷载 位 置 ? 何谓 临界 荷载 ? 
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9. 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 和 矩 与 跨 中 截面 最 大 弯 矩 是 否 相 等 ”什么 情况 下 两 者 会 相等 ? 
10. 何谓 内 力 包 络 图 ? 它 与 内 力图 、 影 响 线 有 何 区 别 ? 三 者 各 有 何 用 途 ? 
11. 为 何 静 定 梁 的 影响 线 一 定 是 直线 ， 超 静 定 梁 的 影响 线 一 定 是 曲线 ? 
二 、 填空 题 
1. 用 影响 线 求 多 个 集中 荷载 作用 下 的 影响 量 的 公式 是 
2. 用 静 力 法 作 影 响 线 时 ， 其 影响 线 方程 是 ; 用 机 动 法 作 影 响 线 时 ， 其 
形状 为 某 机 构 的 jg 
3. 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 发 生 在 附近 ， 其 具体 位 置 可 用 公式 x 二 
确定 。 
4. 绘制 影响 线 的 基本 方法 可 分 为 和 
5. 多 跨 静 定 粱 附属 部 分 某 量 值 影响 线 ， 在 范围 内 必 为 零 ， 在 
范围 内 为 直线 或 折线 。 




































































6. 图 11.31(b) 是 图 11.31(a) 的 的 影响 线 ,` 竖 标 yc 表示 了 三 1 作用 在 
截面 时 的 数值 。 
7. 图 11. 32(b) 是 图 11. 32(a) 结 构 截面 的 影响 线 。 
Pal 
Pl É A | K p 
£ t B KNR P:s (a) pa 
(a) L I 
1 1 I I 
I L I Il 
—— (b) 1 (b) 1 
图 11.31 图 11.32 
8. 图 11.33(b) 是 图 11.33(a) 的 的 影响 线 ， 竖 标 yo KR P = 1 作用 在 
”截面 时 的 数值 。 
9. 图 11. 34 所 示 静 定 梁 Mc 影响 线 在 C 点 的 竖 标 yc 一 
P=1 
> O B D E F 
P=1 
g A | Ep 2m ，2m ，2m , 2m | 2m 
# o $ | 
' 1 pS 
! ! Le — —| Mi 影响 线 
© Ev —9] — 
图 11.33 图 11.34 





荷载 作用 下 简 支 梁 内 各 截面 的 最 大 弯 甜 中 的 





10. 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 是 在 
值 。 
11. 机 动 法 画 影响 线 ， 主 要 应 用 原理 。 
12. 图 11.35 所 示 跨 度 为 10m 的 简 支 粱 ， 受 均 布 恒 载 4 一 60kN/m 和 均 布 活 载 P = 


297 
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100kN/m( 长 度 大 于 跨度 ) 的 作用 。 RE C 可 能 达到 的 最 大 剪 力 为 kN; 可 能 达到 
的 最 小 剪 力 为 kN. 


13. 





图 11. 36 PERA RRE ERER A 点 mb. 


10kN 20kN 20kN 


2m | 2m 

ME i 5 
>” £ ” Be 动 
= 二 一 一 一 


10m 


图 11.35 图 11.36 


=. 判断 题 


成 。( 
10. 

















+ 影响 线 用 于 解决 活 载 作 用 下 结构 的 计算 问题 ， 它 不 能 用 于 恒 载 作用 下 的 计 
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某 一 影响 线 ， 只 能 反映 一 个 既定 量 值 的 变化 规律 。( o) 


. 静 定 梁 某 截面 弯 矩 的 临界 荷载 位 置 一 般 就 是 最 不 利和 荷载 位 置 。( O 

:结构 基本 部 分 某 截面 某 量 值 的 影响 线 在 附属 部 分 的 影响 线 竖 标 值 为 零 . C O 

. 水 平 粱 上 某 截面 剪 力 影 响 线 在 该 截面 左 、 右 影响 量 绝对 值 之 和 为 1 (  ) 

， 静 定 结构 的 内 力 影响 线 都 是 由 直线 组 成 的 .CT O 

o 绝对 最 大 弯 矩 是 移动 荷载 下 梁 的 各 截面 上 最 大 弯 矩 的 最 大 值 。( O 

:由 影响 线 方程 或 机 动 法 可 知 ， 静 定 结 构 的 反 力 、 内 力 影响 线 一 定 由 直线 或 折线 构 














) 
影响 线 不 仅 可 以 用 来 计算 移动 荷载 作用 下 的 内 力 值 ， 而 且 同 样 也 可 以 用 来 计算 固 





定 荷载 作用 下 的 内 力 值 。( o 


根据 多 跨 静 定 梁 的 受 力 特 性 可 知 ， 基 本 部 分 截面 上 内 力 、 反 力 的 影响 线 遍及 该 部 


分 以 及 其 他 附属 部 分 。 而 附属 部 分 的 反 力 、 截 面 内 力 影 响 线 , 仅 限于 该 部 分 。(  ) 


12. 
13. 
14. 








简 支 梁 跨 中 C 截面 剪 力 影响 线 在 C 截面 处 有 突变 。(  ) 
图 11. 37(b) 是 图 11. 37(a) 所 示 结 构 的 MA 影响 线 。( ) 
图 11. 38(a) 所 示 梁 的 Mc 影响 线 、Ms 影 响 线形 状 如 图 11. 38(b) 、(c) 所 示 。( O 
P=1 
ml a C B 


(a) 


L 
@ s— ———a MRA 
4 
n v;wwws 


(b) ©) 


11.37 图 11.38 
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15. 图 11. 39 所 示 梁 的 绝对 最 大 弯 和 矩 发 生 在 距 支 座 A 为 6.625m 处 。( 


40kN 60kN  60kN 


A 11.39 


16. 梁 AB 在 图 11. 40 所 示 移 动 荷载 作用 下 ,截面 K ASERRE 209. 4kN * m, 
Ç ) 














30kN 30kN 30kN 30kN 
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5.4m 6.6m 4m Im. 4m 





A 11,40 
四 、 选 择 题 
1. 绘制 任 一 量 值 的 影响 线 时 , 假定 荷载 是 ( Ja 
A. 一 个 方向 不 变 的 单位 移动 荷载 B， 移 动 荷载 


C. 动力 荷载 D. 可 动 荷 载 
2 机动 法 作 静 定 梁 影响 线 应 用 的 原理 为 ( a 

A. 变形 条 件 B. 平衡 条 件 

C. 虚 功 原理 D. 县 加 原理 


3. 移动 荷载 的 定义 是 ( Jis 
A. 大 小 、 方 向 、 作 用 位 置 随时 间 改 变 的 荷载 
B. 大 小 不 变 ， 方 向 及 作用 位 置 随时 间 改 变 的 荷载 
C. 方向 不 变 ， 大 小 及 作用 位 置 随时 间 改 变 的 荷载 
D. 大 小 、 方 向 不 变 ， 作 用 位 置 随时 间 改 变 的 荷载 
4. 绘制 图 11.41 所 示 结 构 Ve 的 影响 线 时 ， 其 





中 ACD 部 分 为 ( We á š BCD E 
A. AC 不 为 零 ，CD 为 斜 线 
C. AC 3222. CD 为 斜 线 J am jhmlml 和 | 
B. AC 为 零 ，CD 为 水 平 线 
D. AC 为 零 ，CD HF Ei 


5. 图 11.42 (a) 所 示 结 构 Me 的 影响 线 如 
图 11. 42(b) 所 示 ， 其 中 竖 标 yc 表示 ( O) 
A. P=1 fE E WF. C 截面 的 弯 和 矩 值 B. P=1 在 C 时 ，A 截面 的 弯 矩 值 
C. P=1 在 C 时 , E RHEA D. P=1 在 C 时 ，D 截面 的 弯 矩 值 
6. 图 11. 43(a) 所 示 结 构 Mc 影响 线 如 图 11. 43(b) 所 示 ， 其 中 竖 标 yz 是 ( )。 


£ s 
SANSA 
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A. P=1 在 EE 时 , DRESE B. P=1 在 C 时 ,下 截面 的 弯 矩 值 
C. P=1 Æ E BF, B 截面 的 弯 矩 值 D. P=1 f E BJ, CRESE 








DN 一 er Mt 影响 线 
E> <] A 


Ye (b) wo 
11.42 11.43 


7. 已 知 图 11.44 所 示 静 定 梁 Me 的 影响 线 ， 当 梁 承 受 全 长 均 布 荷 载 时 ， 则 ( 


A. Mc>0 B. Me<0 
C. Me=0 D. Me 不定 ,取决 于 a 值 
8. 图 11. 45 所 示 结 构 中 截面 C 的 剪 力 影响 线 在 万 处 的 竖 标 为 ( ) 。 
a N 1 
A. 0 B. T G j D. z 
1 C B 


O a b 4 
> Mc 影响 线 
/2 I i 
al2 qÁ— 


A 11.44 A 11.45 


9. 图 11.46 IRRE I ha Kay EART PLE 3 A 为 ( y. 














A. 5.34m B. 6m C. 6.67m D. 4.87m 
10. 图 11. 47 所 示 梁 在 移动 荷载 作用 下 支 座 B 的 反 力 最 大 值 为 ( )。 
A. 110kN B. 100kN C. 120kN D. 160kN 
60KN 60kN 
50kN 100kN 
is |! 
， 2m 
P r A B c 
B f 
12m 12m 6m 
A 11.46 A 11.47 


11. 图 11.48 所 示 梁 在 移动 荷载 作用 下 ， 使 截面 C 的 弯 矩 达到 最 大 值 的 临界 荷载 为 
A. 50kN B. 40kN C. 60kN D. 80kN 


300 


), 


ORUM KBBI 











12. 图 11. 49 所 示 简 支 粱 在 移动 荷载 作用 下 截面 K 的 最 大 弯 矩 值 是 ( o. 











A. 140kN. m B. 90kN +m C. 160kN *m D. 150kN +m 

40kN SOkN 

"| | | i 
2m Im, 2m IEN 

A c B 
f Ia 了 2m 2m. K 
8m Sm 2m 12m 4m 
A 11.48 A 11:49 


13. 图 11. 50 所 示 简 支 梁 在 移动 荷载 作用 下 ， 使 截面 产生 最 大 弯 和 矩 时 的 临界 荷载 是 
Jie 
A. 7kN B. 3kN CA10kN D. 5kN 


7kN 3kN 10kN SkN 


6m 6m 4m Sm 4m 
图 11.50 
五 、 计 算 题 
1. 试用 静 力 法 作 图 11. 51 所 示 结 构 中 指定 量 值 的 影响 线 。 
P=1 P=1 
A c B 4 C B D 





2m 2m 
3m | 4m | 2m 


(a) (b) 
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(c) (d) 


图 11.51 
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静 力 法 作 图 11. 52 所 示 静 定 梁 在 间接 荷载 作用 下 指定 量 的 影响 线 。 


r: 











P=1 

D E F G H 
gj Z 5 + z 5 B Ë 

: Br S 

Im 2m 2m $ 3m pml 2m Jim 2m | 3m pe} 2m | 

Mc- Ve a> Mes Ve~ VS VE 
(a) (b) 
图 11.52 


静 力 法 作 图 11.53 所 示 静 定 椅 架 指定 杆 件 轴 力 的 影响 线 。 
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图 11.53 





| 


2m 





| 


Rc» Mn Vm Ve 


> 


paj m } 





| 15m | 25m 


is Ros Mes VE ¿yË 
(b) 


图 11.54 
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图 11.54( 续 ) 
5. 试 利用 影响 线 求 下 列 结构 在 图 11. 55 所 示 固 定 荷载 作用 下 指定 量 值 的 大 小 。 
20kN 20kN 5kN SR 
A 了 B 20kN/m 
D E i r+] tt + hp 
2m 42m 4m 2m 2m ,Zr 8m 
+ 
Me~ Vs Ke, Me 
(a) (b) 
40kN 40kN 
P=30kN 
g=20kN/m 20kN/m 
4 
:二 一 B E C D B 
2m | 2m z 2 4m 
2 2 8 
Pn] ü | Rc- Me、 Ve 
Ve~ Me 
(c) (d) 
A 11.55 


6. 试 求 图 11. 56 所 示 简 支 梁 在 移动 荷载 作用 下 截面 C RKE, BAKIE J A 
大 负 剪 力 。 
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7. 两 台 吊车 如 图 11. 57 所 示 ， 试 求 吊车 梁 的 Me. Ve 的 荷载 最 不 利 位 置 ， 并 计算 其 最 
大 值 (和 最 小 值 )。 
8. 两 台 吊 车 同 图 11. 57， 试 求 图 11. 58 所 示 支 座 B 的 最 大 反 力 。 
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9. 试 求 图 11. 59 HAR A LER E RE F KER RARA E 
10. 求 图 11. 60 所 示 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 ， 并 与 跨 中 蕉 面 的 最 大 弯 矩 相 比较 。 
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图 11.59 图 11.60 


11. 绘制 图 11. 61 所 示 多 跨 超 静 定 梁 Mc 的 影响 线 ,并 绘 出 其 上 侧 受 拉 的 不 利 均 布 荷 
ARA ELE. 
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通行 三 天 就 关闭 了 的 “ 千 禧 桥 ” 


“ 千 禧 桥 ”是 英国 伦敦 泰晤士 河上 近 100 年 来 新 建 的 一 座 北 接 圣 保罗 大 教堂 、 南 连 伦敦 泰 特 现代 艺术 
馆 和 伦敦 环球 剧院 的 步行 桥 (图 12. 1)， 这 座 专 供 行人 步行 的 “ 千 禧 桥 ”是 英国 为 迎接 新 千年 的 到 来 而 特 
意 建 造 的 ， 由 英国 著名 建筑 家 福 斯 特 辟 士 和 雕塑 家 卡 罗 设 计 。 大 桥 长 320m， 由 1090 块 闪闪 发 光 的 钢铁 
连接 而 成 ， 耗 资 1820 万 英镑 + 2000 £ 6 H 10 日 首次 对 公众 开放 。 然 而 ， 不 知道 是 上 面 行人 的 重力 太 
大 还 是 由 于 夏季 缓 缓 微风 的 吹拂 ， 这 座 新 桥 开始 摇晃 起 来 ， 而 且 扬 晃 得 很 厉害 。 人 们 因此 叫 它 “ 跳 动 的 
桥 ”。 在 开放 的 头 3 天 里 ， 大 约 有 18 万 人 排 起 了 长 队 ， 争 相 过 桥 。 像 所 有 的 悬 吊 大 桥 一 样 ， 人 们 也 曾 想 
到 过 这 座 千 禧 大 桥 有 可 能 会 轻微 摆动 。 但 是 ， 当 桥 出 现 这 种 轻微 摆动 时 ， 过 桥 的 人 群 也 采取 了 相应 的 举 
动 。 当 晃动 渐渐 增强 到 明显 时 ， 所 有 的 人 又 一 起 试图 放 慢 他 们 的 脚步 ， 于 是 又 引起 了 一 个 干扰 波动 影响 。 
这 种 运动 使 得 桥 身 晃动 并 且 与 人 们 的 步调 一 致 , 而且 晃 动 也 越 来 越 大 。 千 禧 桥 管理 委员 会 的 一 名 发 言 人 
表示 ， 建 筑 物 摇晃 本 来 是 正常 的 事 ， 但 是 这 座 桥 的 摇晃 程度 超出 了 它 应 该 摇晃 的 程度 。3 天 后 ， 有 关 部 
门 就 不 得 不 下 令 关闭 这 座 桥 ， 以 便 让 工程 师 们 对 它 进 行 一 次 彻底 的 研究 调查 。 
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图 12.1 


工程 师 们 认为 过 桥 人 数 太 多 ,大 家 “步伐 一 致 ”的 共振 效应 是 导致 桥 身 严重 摇晃 的 主要 原因 。 工 程 
师 们 非常 清楚 这 一 点 并 曾 建 议 当 局 在 桥 上 挂 上 一 块 警告 牌 ， 就 像 阿尔 伯 特 大 桥 上 的 那 块 一 样 。 在 那 座 建 
+ 1873 年 维 克 多 利 亚 时 期 的 大 桥 有 一 个 金属 牌 警告 标志 ， 至 今 仍 不 厌 其 烦 地 省 激 人 们 : 所 有 过 桥 部 队 到 
此 必须 打 乱 脚步 。 

“ 千 禧 桥 ”基金 会 在 对 桥 身 摇晃 问题 进行 调查 研究 后 ， 决 定 筹 资 ,500 万 英镑 ， 用 来 改进 桥 体 结构 。 
2001 年 5 月 开始 ， 设 计 师 Foster. Partners, Anthony Car6 和 正 程 团队 便 开 始 替 千 禧 桥 安 装 避 振 装 置 
施工 部 门 在 这 座 320m 长 的 步行 桥 上 加 装 了 91 个 类 似 汽 车 用 的 弹性 减 振 器 来 吸收 振动 力 的 装置 。2002 年 
1 月 30 日 ，2000 名 主要 由 建筑 师 、 工 程 师 和 其 他 而 业 从 汪 组 成 的 “过 桥 人 ”傍晚 走 上 千 禧 大 桥 漫步 时 ， 
它 一 点 也 没有 摇 网 。2002 2 月 22 日 “ 千 禧 桥 扣 又 重新 向 公众 开放 

英国 伦敦 新 建 的 千 禧 大 桥 因为 工程 学 目的 神秘 现象 而 关闭 ,并 不 是 新 奇 事 ， 其 实 早 在 1940 年 11 月 7 
日 ， 美 国 著名 的 塔 科 马 大 桥 就 在 时 速 为 4gmile(lmile 一 1609. 344m) #g RL J R a F £ k T PB BE, 3454 
震惊 了 整个 工程 界 。2010 年 5 月 J9 介 ! 晚 俄罗斯 的 伏尔加 河 大 桥 电 发 生 了 离奇 网 动 ， 桥 面 呈 浪 型 翻滚， 
正在 桥 上 行驶 的 车 辆 也 跟着 翻滚 。 俄 专家 表示 ， 大 桥 共 振 现 象 是 因 风 波动 和 负载 而 引起 的 。 这 些 都 是 需 
要 我 们 在 结构 动力 学 里 面 对 其 证 行 研 究 的 内 容 。 
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1. 结构 动力 计算 的 特点 和 目的 


前 面 各 章 讨 论 了 在 静 荷 载 作 用 下 的 结构 计算 问题 。 所 谓 静 荷载 是 指 大 小 、 方 向 和 作 
位 置 都 不 随时 间 变 化 的 荷载 。 建 筑 结构 ， 除 承受 静 荷 载 作 用 外 ， 还 会 经 常 遇 到 动 荷 载 的 
用 。 比 如 ， 机 械 转动 对 结构 的 作用 ; 桩 机 对 基础 的 作用 ; 快速 行驶 的 车 辆 对 桥梁 的 作用 
地 震 对 建筑 物 的 作用 等 。 动 荷载 是 指 大 小 、 方 向 和 作用 位 置 随时 间 迅 速 改 变 的 荷载 。 在 动 
和 荷载 作用 下 ， 结 构 将 产生 振动 和 加 速度 ， 为 此 动力 计算 时 必须 考虑 惯性 力 的 影响 。 区 分 静 
荷载 与 动 荷载 ， 不 能 单纯 从 荷载 本 身 的 性 质 来 确定 ， 更 主要 是 看 其 对 结构 的 影响 。 严 格 说 
来 , 结构 上 所 受 的 荷载 都 是 随时 间 变化 的 。 若 荷载 随时 间 变 化 缓慢 ,引起 结构 质量 的 加 速度 
很 小 , 由 此 所 产生 的 惯性 力 与 荷载 相 比 可 以 忽略 不 计 ， 则 可 将 其 作为 静 荷 载 处 理 。 只 有 当 荷 
载 随时 间 变化 较 快 ， 并 且 所 产生 的 惯性 力 不 容 忽视 时 ， 才 将 其 视 为 动 荷 载 进行 分 析 计 算 。 

在 动 荷载 作用 下 ， 结 构 产 生 的 内 力 和 位 移 不 仅 是 位 置 的 函数 ， 也 是 时 间 的 函数 。 它 们 
统称 为 动力 响应 。 结 构 动力 学 就 是 研究 在 动 荷载 作用 下 结构 动力 响应 规律 的 学 科 ， 其 任务 
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是 求 出 它们 的 最 大 值 作为 结构 设计 的 依据 。 
2. 动 荷载 的 分 类 
根据 动 荷载 随时 间 变 化 的 规律 ， 工 程 中 常见 的 动 荷载 可 分 为 如 下 几 种 。 

1) 周期 荷载 
这 类 荷载 随时 间作 :周期 性 的 变化 ， 如 图 12. 2(a) 所 示 。 周 期 荷载 中 最 简单 也 是 最 重要 
的 一 种 荷载 称 为 简 谐 荷载 ， 即 荷载 随时 间 按 正弦 (或 余弦 ) 规 律 变化 ， 如 图 12. 2(b) 所 示 











F) FD 





bs 
o + @| N o 
(a) (b) 
图 12.2 


2) 冲击 荷载 
这 类 荷载 短 时 间 内 ， 和 荷载 急剧 增 大 [图 12.3(a)] 或 减 小 [图 12. 3(b)]。 各 类 爆炸 荷 
载 届 这 一 类 。 












FD 
£ As (b) j 
12.3 
3) 突 加 荷载 FO 


这 是 在 瞬间 突然 施加 在 结构 上 且 保 持 一 段 较 长 时 间 
的 荷载 ， 如 图 12.4 所 示 。 如 吊车 的 制 动 力 对 结构 的 作 
用 ; 在 结构 上 突然 放置 一 重 物 对 结构 的 作用 均 属 这 一 类 。 

4) 随机 荷载 图 12.4 

前 面 提 到 的 荷载 都 属于 确定 性 的 荷载 ， 即 荷载 的 变 
化 是 时 间 的 确定 性 函数 。 如 果 荷 载 事 先 不 可 预知 ， 在 任 一 时 刻 其 数值 是 随机 量 ， 其 变化 规 
律 不 能 用 确定 的 函数 关系 进行 表示 ， 则 这 种 荷载 称 为 随机 荷载 。 如 脉动 风 和 地 震 对 结构 的 
作用 等 。 

随机 荷载 对 结构 的 动力 分 析 要 用 到 数理 统计 的 方法 ， 将 其 称 为 结构 的 随机 振动 分 析 。 
本 章 只 涉及 确定 性 荷载 的 作用 。 


| 12. 2 结构 振动 的 自由 度 
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动力 计算 时 除 考 虑 直接 作用 在 结构 上 的 动 荷载 之 外 ,还 必须 考虑 结构 的 惯性 力 的 影 
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响 ， 为 此 ， 在 选 定 动力 计算 简 图 时 ， 必 须 考虑 质量 分 布 情况 及 其 在 振动 过 程 中 质量 位 置 的 
确定 问题 。 通 常 动力 计算 是 以 质量 的 位 移 作 为 基本 未 知 量 ， 由 于 结构 上 各 质点 之 间 存 在 一 
定 约束 ， 也 就 是 质点 的 位 移 不 一 定 相 互 独立 ， 因 而 动力 计算 的 基本 未 知 量 应 为 独立 的 质点 
位 移 。 这 个 问题 可 通过 分 析 结 构 振动 的 自由 度 来 解决 。 

在 结构 振动 时 ， 结 构 将 发 生 弹 性 变形 ， 其 上 的 质点 将 随 结构 的 变形 而 振动 。 确 定 结构 
的 全 部 质点 在 任 一 时 刻 的 位 置 所 需要 的 独立 几何 参数 的 数目 ， 称 为 结构 的 振动 自由 度 。 由 
此 可 知 ， 结 构 振动 自由 度 等 于 结构 全 部 质点 的 独立 位 移 的 个 数 。 

实际 结构 的 质量 都 是 连续 分 布 的 ， 要 确定 其 质量 的 位 置 需要 无 限 多 个 独立 的 几何 参 
数 ， 也 就 是 说 实际 结构 都 是 无 限 自由 度 的 体系 。 若 所 有 结构 都 按 无 限 自由 度 体系 进行 动力 
计算 ， 不 仅 十 分 困难 ， 而 且 没 有 必要 。 在 计算 结果 可 靠 、 计 算 方法 简便 易 行 的 前 提 下 ， 通 
常 将 无 限 自由 度 体系 简化 为 单 自由 度 或 多 个 自由 度 的 体系 。 将 实际 结构 简化 成 有 限 自 由 度 
体系 的 方法 很 多 ， 本 章 仅 介绍 集中 质量 法 。 这 种 方法 是 将 结构 的 连续 分 布 的 质量 集中 在 结 
构 的 若干 点 ， 即 结构 动力 计算 简 图 为 有 限 质点 体系 。 如 图 2:5 所 示 的 简 支 梁 ， 简 化 时 ， 
可 将 梁 部 分 质量 集中 在 梁 的 一 点 [图 12. 5(a)] 或 若 于 点 [图 12. 5(b)]。 显 然 ， 集 中 质点 
越 多 越 接近 原 结构 。 


四 Í w Ë 
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杆 系 结构 质点 惯性 力矩 对 结构 动力 响应 的 影响 很 小 可 忽略 不 计 ， 因 而 质点 的 角 位 移 不 作 
为 基本 未 知 量 。 为 了 进一步 减少 结构 振动 的 自 贞 度 ， 对 于 受灾 杆 件 通常 还 忽略 轴 向 变形 的 
影响 ， 即 假定 变形 后 杆 士 任意 两 点 之 间距 离 保持 不 变 。 这 样 图 12. 5(a) 所 示 为 一 个 自由 度 
体系 ( 单 自由 度 体系 )， 图 12. 5Cb) 所 示 为 三 个 自由 度 体系 。 

图 12, 6(a) 所 示 为 一 饮 结 排 保 ， 当 计算 水 平 力作 用 下 的 水 平 振动 时 ， 因 厂房 的 屋 羔 和 屋 
架 的 质量 较 大 ， 当 杜 的 质量 相对 较 小 时 ， 可 将 柱 的 质量 集中 于 柱 两 端 。 这 时 排 架 的 质量 都 集 
中 于 柱 的 顶部 ， 且 在 水 平 振动 时 ， 忽 咯 屋 架 的 轴 向 变形 ， 可 认为 排 架 两 柱 的 柱 顶 水 平 位 移 相 
F). 因此， 体系 简 化 为 一 个 自由 度 ， 计 算 简 图 示 于 排 保 旁 。 图 12. 6(b) 所 示 两 层 刚 架 ,计算 
侧 向 振动 时 ， 则 可 简化 为 质量 集中 于 楼 层 的 两 个 自由 度 体系 ， 计 算 简 图 示 于 刚 架 旁 。 


(a) (b) 


图 12.6 


图 12.7(a) 所 示 的 静 定 刚 架 上 只 有 一 个 质量 , 但 为 两 个 自由 度 体 系 ， 图 12. 7(b) 所 示 
的 超 静 定 刚 架 柱 项 上 有 两 个 质量 , 但 却 为 一 个 自由 度 体系 。 
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图 12.7 


由 以 上 几 个 例子 可 知 ， 体 系 的 振动 自由 度 与 确定 质量 位 置 所 需 独 立 几 何 参数 的 数目 有 
关 ， 与 质量 的 数目 并 无 直接 关系 ， 与 体系 的 静 定 或 超 静 定 也 无 关 。 





| 12. 3 单 自由 度 体系 的 自由 振动 


结构 在 没有 动力 荷载 作用 时 ， 由 初始 干扰 (如 初 位 移 或 初速 度 ) 的 影响 所 引起 的 振动 称 
为 自由 振动 。 由 于 单 自由 度 体系 具有 一 般 振动 体系 的 二 些 共同 特性 ， 对 其 的 研究 是 分 析 其 
他 振动 的 基础 ， 同 时 ， 许 多 实际 结构 可 简化 成 单 自由 度 体系 进行 分 析 ， 因 此 单 自 由 度 体系 
的 动力 分 析 是 非常 重要 的 。 

1. 不 考虑 阻尼 时 的 自由 振动 

1) 振动 微分 方程 的 建立 

在 结构 动力 计算 中 ,一般 取 结 构 质点 的 位 移 为 基本 未 知 量 ， 为 求解 它们 ， 应 建立 体系 
的 振动 方程 。 在 此 介绍 以 达 朗 贝尔 原理 为 依据 的 动静 法 。 这 种 方法 是 将 惯性 力 加 于 质点 上 
作为 平衡 问题 来 建立 运动 方程 。 利 用 动静 法 建立 自由 振动 微分 方程 有 两 种 方法 : 柔 度 法 和 
JEE. MERED. 8 讨论 单 自由 度 体系 的 自由 振动 微分 方程 的 建立 。 

图 12. 8(aj 所 示 的 悬 璧 立柱 在 顶部 有 一 重 。 

W., 质量 为 m, 设 柱 本 身 质量 比 m 小 得 多 ， EA 

可 忽略 不 计 ， 因 此 ， 体 系 为 单 自由 度 体系 。 m 
在 建立 自由 振动 微分 方程 之 前 ， 先 把 

图 12. 8(a) 中 的 体系 用 图 12. 8(b) 所 示 的 弹簧 
模型 来 表示 。 原 来 由 立柱 对 质量 m 所 提供 的 
弹性 力 用 弹簧 来 提供 。 因 此 ， 弹 簧 的 刚度 系 
数 &( 使 弹簧 发 生 单位 位 移 时 所 需 施 加 的 力 ) 应 

与 立柱 的 刚度 系数 (使 柱 顶 发 生 单位 水 平 位 移 
时 在 柱 项 所 需 施加 的 水 平 力 ) 相 等 。 图 12.8 

(1) 刚度 法 ( 列 动 平衡 方程 ) 。 
质点 浆 在 振动 中 任 一 时 刻 的 位 移 为 y(1)。 取 质点 m 为 隔离 体 [图 12. 8(c)]， 并 分 析 
其 受 力 情况 : 弹性 恢复 力 ky， 其 中 此 为 刚度 系数 ,与 质点 位 移 的 方向 相反 ; 惯性 力 一 my 
(D， 它 与 质点 加 速度 的 方向 相反 。 

由 达 朗 贝尔 原理 ， 可 列 出 隔离 体 的 动 平衡 方程 : 
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my +ky=0 
这 就 是 单 自由 度 体系 自由 振动 的 微分 方程 。 
(2) 柔 度 法 ( 列 位 移 方程 ) 。 


(12-1) 


将 惯性 力 Fi= —m y (7) 作 为 静 力 荷载 加 于 体系 的 质点 上 ， 则 惯性 力 Fi 引起 的 位 移 等 











度 系数 互 为 倒数 : 
=} 
则 质量 m 的 位 移 为 : 
y) =F =m y (De 
将 式 (a) 代 入 式 (12- 2) 可 知 式 (12- 2) 和 式 (12- 1) 是 相同 的 。 
2) 自由 振动 微分 方程 的 解答 
单 自 由 度 体系 自由 振动 微分 方程 (12 - 1) 还 可 写 为 ， 
ï +w y=0 


n =Ë he 
其 中 v—n’ os 
式 (12- 3) 是 一 个 二 阶 常 系数 微分 方程 ; ;其 通 解 为 : 


y(t)=Cisin¿ət-+- C;coscaot 


由 初始 条 件 >y(0) 一 mw，y(0) 二 三 

得 e ==, C= J 
w 

代入 式 (b) 得 

















ya) = y, eösw t sinwt 
Ww 


于 质点 的 位 移 y(z)。 设 立柱 的 柔 度 系数 为 8( 单 位 荷载 作用 下 柱 项 的 水 平 位 移 )， 其 值 与 刚 


(a) 


(12-2) 


(2-3) 


(12- 4) 


(b) 


(12-5) 


HETI L, “振动 是 由 两 部 分 组 成 的 ， 一 部 分 由 初 位 移 y, 引 起 的 ， 另 一 部 分 由 初速 度 


wm 引起 。 
式 (12-5) 还 可 改写 为 ; 
y(t) =asinlwt +a) 
其 图 形 如 图 12. 9 所 示 。 


人 Hp a AH) + a=tan 1262 
w v 


式 中 ,a 为 振幅 ， 最 大 位 移 ; a 为 初 相位 。 
3) 结构 的 自 振 周期 和 自 振 频 率 
式 (12- 6) 右 边 周 期 函数 的 周期 为 : 
2x 
可 以 验证 式 (12- 6) 中 的 位 移 y 确实 满足 周期 运动 的 下 列 条 件 : 
yG +T)= y(t) 
自 振 周期 的 倒数 称 为 频率 六 ， 其 计算 式 如 下 : 


=la 
f=T 


工 


v y=osin(orta) 

















T= 
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(2-6) 


(12-7) 


(2-8) 


(12-9) 
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AP, ME 了 表示 单位 时 间 内 的 振动 次 数 ，Hz。 
由 式 (12- 8) 得 


w 一 么 一 2xj 2-10) 


式 中 ， us a 
面 给 出 自 振 周期 的 几 种 形式 : 
4) 代 入 式 (12-8), 得 


T= (12- 11a) 


(2) i o= RARA- 11b)， 得 
T=2x /mó (12= 11b) 
(3) o= T RARAZ- 11b), 得 


Wa (12-11c) 


(4) 令 As 二 W838， 代入 式 (12-11c), 得 


T=2x /全 (12-11d) 


A,=Wà 表示 在 质点 上 沿 振动 方向 施加 数值 为 W 的 荷载 时 质点 沿 振动 方向 所 产 的 静 
位 移 。 
同样 利用 式 (12 - 10) 和 式 (12 -11) 可 得 圆 频率 的 计算 公式 : 


= E= == z a2-19 

结构 自 振 周期 和 自 振 频 率 的 性 质 如 下 。 

(1) 自 振 周 期 与 自 振 频率 只 与 结构 的 刚度 和 质量 有 关 ， 与 外 界 的 干扰 因素 无 关 。 
此 ， 自 振 周期 和 自 振 频 率 是 反映 结构 的 固有 性 质 ， 也 称 固有 周期 和 固有 频率 。 

(2) 质量 越 大 ， 周 期 越 大 ， 频 率 越 小 ; 刚度 越 大 ， 周 期 越 小， 频率 越 大 。 也 就 是 说 ， 
要 调整 体系 的 自 振 频 率 ， 可 从 改变 体系 的 刚度 和 质量 人 手 。 

【 例 12-1】 图 12. 10 所 示 三 种 支承 情况 的 粱 ， 其 跨度 均 为 /， 且 ET 都 相等 ， 在 中 点 
有 一 集中 质量 m。 当 不 考虑 梁 的 自重 时 ， 试 比较 这 三 者 的 自 振 频 率 。 





m m m 








Zon | n | m | ng Le | n, 
31/16 
be | = BEA 
14 51/32 rs 
(a) ©) © 
A 12.10 
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解 : 质量 mn 沿 梁 竖 向 振动 ， 为 计算 柔 度 系数 3， 在 梁 跨 中 质量 处 ， 加 一 竖 向 单位 力 
了 三 1， 作出 单位 力作 用 下 的 弯 和 矩 图 ， 由 图 乘法 可 得 





























A= EP “RE TTE] 
代入 式 (12- 12) 即 可 求 出 三 种 情况 的 自 振 频 率 分 别 为 : 
48EI 768EI JZE 
= m?’ ” mE’? ml’ 
据 此 可 得 


wn è a :os 一 1:1.51:2 
此 例 说 明 随 着 结构 刚度 的 加 大 ， 其 自 振 频率 也 相应 地 增 大 。 
【 例 12-2】 如 图 12. 11 所 示 为 一 单 层 刚 架 横梁 的 总 质量 为 %， 柱 的 质量 可 以 忽 上 略 
不 计 。 求 刚 架 的 水 平 自 振 频 率 。 
H Eta 


1 
-7 
' 
I 
i 





图 12. 11 


解 : D 求 刚 架 的 水 平 侧 移 刚度 系数 ko 


=s 2E ZT 
k=2X 7 SO 


Ë [24EI 
E= mh’ 
2. 阻尼 对 单 自由 度 体 系 自由 振动 的 影响 
以 上 所 讨论 的 是 在 忽略 阻尼 影响 的 条 件 下 单 自由 度 体系 的 自由 振动 。 实 际 结构 在 振动 
过 程 中 总 是 存在 阻尼 的 。 所 谓 阻尼 ， 就 是 结构 在 振动 时 来 自 外 部 和 内 部 使 其 能 量 损耗 的 作 
用 。 例如， 外 部 介质 的 阻力 、 构 件 连接 处 及 材料 内 部 微粒 之 间 的 摩擦 等 。 由 于 确切 估计 阻 
尼 的 作用 是 一 个 复杂 的 问题 ， 根 据 对 阻尼 力 的 描述 不 同 ， 存 在 不 同 的 阻尼 理论 。 为 使 计算 
简单 ， 通 常 在 结构 动力 分 析 中 采用 粘 滞 阻尼 理论 ， 即 认为 振动 中 物体 所 受 的 阻尼 力 与 其 运 
动 速度 成 正比 ， 方 向 与 速度 方向 相反 。 若 用 尺 (z) 表 示 粘 滞 阻 尼 力 ， 则 
RGü)=—cy C12=13) 
c 称 为 阻尼 常数 ， 由 试验 可 确定 。 
当 考 虑 阻尼 时 ， 质 点 m 所 受 的 力 如 图 12. 12 所 示 。 列 动力 平衡 方程 ， 则 有 


(2) 自 振 频 率 。 
































my +c y +ky=0 (12-14) 
设 aE 
m 
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并 令 
& a C 12 š 15) k m i ms 
式 中 ，& 为 阻尼 比 。 ⁄ pz 
则 有 阻尼 的 单 自由 度 体系 自由 振动 微分 方程 可 写 为 : e A 
V+2éwy +a? y= 0 K 12 16) === 
式 (12 - 16) 为 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 。 OW 
特征 方程 为 : 4235 


A? T280 Ha =0 





特征 方程 的 根 为 : 
A=w(—é+ VETI) 

根据 阻尼 的 大 小 ， 即 & 取 值 不 同 ， 可 得 出 三 种 不 同 的 运动 状态 ,~ 分 述 如 下 。 
A) #£<1 的 情况 ( 低 阻尼 情况 ) 。 
令 wr 二 w VIE “ ( 低 阻尼 体系 的 自 振 圆 频率 ) (12-17) 
则 ) 一 一 知 十 oj 
此 时 ， 微 分 方程 式 (12- 16) 的 解 为 : 

y=e "(CcoOswt Csinw.t) 
由 初始 条 件 ”y(0) 二 yo，3(0) 二 态 

















得 OS, c, =2 tww 
Wr 
于 是 得 
了 ee (yocoswrt 二 下 T SSX sina D) (2-18) 
式 (12- 18) 也 可 写成 y=e Wasin(wtta) (12- 19) 
2 /wtéoy Y° -1__Yo 
其 中 a x+ ( wr ) s s er 


讨论 : 
O 低 阻 尼 的 振动 是 一 衰减 运动 ， 衰减 曲线 如 图 12.13 所 示 。 
© 低 阻 尼 对 自 振 频 率 的 影响 。 
KEKI, aws 一般 建筑 物 E 在 0.01~~0.1 之 
间 。 当 &<0.2 时, w/w fE 0.96—1.0 Z], w w 
很 接近 。 因 此 , 在 #<0.2 时 ,阻尼 对 自 振 频 率 的 影 
£ 响 不 大 ， 可 以 忽略 。 
@ 阻尼 对 振幅 的 影响 。 
振幅 为 ce t. 振幅 随时 间 按 对 数 规律 衰减 。 
经 过 一 个 周期 后 ， 相 邻 两 个 振幅 之 比 为 : 


+T 


xÀ) 











Yr aeth 
Ya ae t": 





=e7êT 


12. 13 
$ 值 越 大 ,振幅 衰减 越 快 。 
@ 阻尼 比 的 确定 。 
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In =gT=6 26 
Yeri Wr 








Meco 2mh, Sal, 有 了 h PR 2xe， 称 为 振幅 的 对 数 衰减 率 。 
HR n 439. +í 


EE 2-20) 


测 出 两 个 振幅 值 w 和 ye KARJE n 后， 即 可 推算 出 & 值 。 
(2) ë=1 的 情况 (临界 阻尼 情况 ) 。 
A=w(—é+ VETI) =w 

则 y=(C, +C,t)e “ 
由 初始 条 件 y(0) 二 yy SOS 
得 C= y ,G;=% + yow 

m MJ y= WAF] e (2-21) 
体系 从 初始 位 移 .y, 出发， 逐渐 回 到 静 平衡 位 置 
而 无 振动 发 生 ， 如 图 12. 14 所 示 。 


M) 





9 和 6=1 时 的 阻尼 常数 < 称 为 临界 阻尼 常数 c,， 其 
计算 式 如 下 。 
图 12.14 c,=2mo (12- 22) 
临界 阻尼 比 为 : 
== (12— 23) 


(3) Z>1 的 情况 ( 强 阻尼 情况 ) 。 

体系 不 出 现 振动 现象 ， 这 种 情况 实际 问题 中 很 少 遇 到 ， 不 耶 讨 论 。 

[@]12-3] 图 12.15 所 示 排 架 ， 横梁 尼 A 三 ==， 横 梁 及 柱 的 部 分 质量 集中 在 横梁 处 ， 
结构 为 单 自由 度 体 系 。 为 进行 振动 试验 ， 在 横梁 处 加 一 水 平 力 P. 柱 顶 产生 侧 移 w = 
0.6cm， 这 时 突然 印 除 荷载 P， 排 架 作 自由 振动 。 振动 一 周 
后 ， 柱 侧 移 为 0. 45cm。 试 求 排 架 的 阻尼 比 及 振动 10 周 后 PY z p 
柱 顶 的 振幅 yo。 7 

解 : DRE 

假设 阻尼 比 8<0.2，w.~zw， Ae, THRA- 20) 计 算 £. 


E S S. QQ a. b... 
£ PE 可 | 2n” 0.54 54 0.0186 





























(2) 求 振动 10 周 后 的 振幅 。 12.15 
=l 2. 
s Irn” yu 


In 2 —2mt—2nX 10X0. 0168 一 1. 056 
Yio 


Xe, 875 
yu 


则 0 一 一 0 21 cm 
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| 12. 4 单 自由 度 体系 在 简 谐 荷载 作用 下 的 受 迫 振动 


结构 在 动 荷载 即 外 来 干扰 力 的 作用 下 产生 的 振动 称 为 受 迫 振动 或 强迫 振动 。 研 究 受 迫 
振动 的 目的 是 确定 结构 的 最 大 动 位 移 和 最 大 动 内 力 。 本 节 讨 论 动 荷载 为 简 谐 荷载 时 的 


情况 。 


1. 不 考虑 阻尼 时 的 受 迫 振动 


1) 振动 微分 方程 的 建立 及 解答 
如 图 12. 16 所 示 体 系 受 简 谐 荷载 的 作用 ， 即 
P) = Fsin0/ 


载 的 频率 。 


由 动力 平衡 条 件 ， 得 





令 


则 


式 中 ，y 为 齐 次 方程 的 通 解 ，y* 为 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 。 


一 类 


== 
m 


设 齐 次 方程 的 通 解 为 : 


设 特 解 为 


式 中 ,下 为 简 谐 荷载 的 荷载 幅 值 (或 振幅 ); 0 为 荷 全 


a 


my +ky= P(t) AN- 


y XPa y= sint x, 
式 (12 -24 为 二 阶 线性 党 系数 非 齐 次 微分 方程 :其 通 解 为， 


y=y+x 


y=C,sinot-+C;cosaot 
y =Asinĝt 


式 中 ，A 为 待定 系数 ， 将 式 (a) 代 入 式 (12- 24)， 得 








因此 ， 特 解 


于 是 方程 的 通 解 


设 初始 条 件 


一 Abzsingt 十 ozAsingt 一 Esa 


F 


(一 大) 


-= E s 
区 “aa yet 





y(t)=C,sinot-+-C;coseot+4 p 


y(0)=0, y(0)=0 


F 
mlw 0). 


m. = PD 
i 
ky m PO 
ky 


(12 - 24) 


(a) 
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~ 
F0 
中 得 ; =—— —T.T Q= 
M: CF)? 2 一 0 
于 是 得 
B i Po a -25 
y) mept er g (12-25) 


振动 是 由 两 部 分 组 成 ， 第 一 部 分 是 按 自 振 频 率 o 的 振动 ， 第 二 部 分 是 按 荷载 频率 0 的 





振动 ， 称 为 纯 强 迫 振动 或 稳 态 强迫 振动 。 由 了 
动 将 会 逐渐 消失 ， 最 后 只 剩 下 按 荷载 频率 0 


F 振 动 过程 中 存在 阻尼 力 ， 按 自 振 频 率 o 的 振 
的 振动 。 我 们 把 两 部 分 同时 存在 的 阶段 称 为 


“过 渡 阶 段 "， 而 把 后 来 只 按 荷 载 频率 振动 的 阶段 称 为 “平稳 阶段 >。 在 实际 问题 中 平稳 阶 





段 动力 分 析 更 为 重要 。 
2) 纯 强 迫 振动 分 析 


由 式 (12-25) 可 知 纯 强 迫 振动 的 质点 位 移 为 : 











F 
y) mlw —0 





Jsin0/ 


(12-26) 





由 于 w 
所 以 mao N 
令 AS 


式 中 ，x 为 将 动 荷载 的 幅 值 已 作为 区 荷载 作用 于 结构 时 所 引起 的 位 移 ， 称 为 静 位 移 。 


则 得 Y Dyu 


X 


最 大 动 位 移 ( 即 振幅 为 ; 











[yt 


l S 人 


% 1 
3 Ë 


0-5) 


质点 的 最 大 动 位 移 与 静 位 移 的 比值 称 为 动力 系数 ， 用 8 表示 ， 则 

















pelen 2-27) 
Ys A 

Boo; 动力 系数 8 与 频率 比值 人 有 关 ， 如 图 12.17 

| 所 示 。 

i MRAZ-2DTUAN, BB NT 
i | CD LI1( Lm0)N, p1 

| ow ”这 时 简 谐 荷 载 的 数值 变化 很 缓慢 ， 动 力作 用 不 明 
5 I ~ “ 显 ， 接 近 于 静 力 作用 ， 可 当 作 静 荷 载 处 理 。 


图 12. 17 (2) 
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o<2<i 时 ，B 随 人 的 增 大 而 增 大 ，B>1。 
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(3) £ 时 ， 动 力 系数 8~==， 会 产生 共振 。 
(4) £—1 时 ， 动 力 系数 的 绝对 值 随和 的 增 大 而 减 小 。 


1 BF. |8|—o, 


对 于 单 自 由 度 体系 ， 若 荷载 作用 在 质点 上 ， 其 作用 线 与 质点 的 位 移 一致 时 ， 结 构 的 动 
内 力 与 动 位 移 成 比例 ， 则 动 内 力 和 动 位 移 有 相同 的 动力 系数 。 最 大 动 内 力 按 与 最 大 动 位 移 
相同 方法 进行 计算 。 例 如 ， 结 构 的 最 大 动 夺 矩 

Mi 一 BA (12-28) 

IUP, ME 为 荷载 幅 值 作为 静 荷载 时 所 产生 的 弯 矩 。 

【 例 12 - 4】 如 图 12.18 所 示 简 支 梁 ， 恒 性 甜 T 一 8.8 X mt， 弹 性 模 量 E= 
210GPa。 在 梁 跨 中 间 处 有 自重 为 Q= 35KN 的 电动 机 ， ,> 
电动 机 转动 时 离心 力 的 竖 向 分 量 为 Fsing, 且 F= 0、 
10kN, a 
n=500r/min 时 ， 梁 的 最 大 这 和 矩 和 最 大 挠 度 。 Q 

解 : 显然 ， BRASA EEE REER 
ne i 
起 的 。 Ni 12.18 


(1) 计算 BL fJ Ft h hiya, SX 
Mae To Tyas iak m -m 









Fsin6r 








y + 
+ 35x ÎE x£ 
ya Qu =Q TFT TI 8X10 ° 
(2) HASRA 
将 荷载 幅 值 作用 在 结构 Es EPPEN: 


M; =--FI=+X10X4=10kN - m 


2.53X10™°m 

















B 10X10 X4 "š 
Ya Fn =78x210x10" X8, 8X107” 122X10 *m 
结构 的 自 振 频 率 为 : 
sa] Es 
môu mgôn yq 
= 9.8 = t 
253x107 62 3s 
动 荷 载 的 频率 为 : 


2xn_2X3.14X500_ 














= -1 
= 2m H 52. 3s 
由 式 (12 一 27) 求 得 动力 系数 为 : 
l _ a O 
e aas 
až Í 62.3: 
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梁 跨 中 截面 动 变 矩 幅 值 和 动 位 移 幅 值 为 ; 
Mi 一 BR 在 一 10X3. 4 一 34kN。m 
A 一 6 中 一 3. 4X0.772X10 3 一 2.45X10-3m 
(3) 计算 跨 中 截面 的 最 大 弯 矩 和 最 大 位 移 。 
M,..=Ma+ M,=35+34=69kN ° m 
Ymax = yq FA=2. 53X10_3+2.45X10 :=4.98X10-m 
【 例 12 - 5】 如 图 12. 19(a) 所 示 刚 架 受 简 谐 荷载 作用 。 已 知 0= LET, 横梁 为 刚性 


杆 ， 柱 抗 弯 刚 度 均 为 ET， 不 计 阻尼 ， 求 横梁 水 平 位 移 幅 值 和 动 弯 矩 图 。 





























解 : 由 图 12. 19(b) 可 知 ka =3x EI —36EI 
则 自 振 频率 为 : I 从 
— /tu /36EI \ 
Nm ml? 
动力 系数 为 : Fan ` ~ 





动 弯 矩 幅 值 为 : 


Fl3 

















FU3 


Fl3 


图 12.19 


这 里 ，M 图 为 结构 在 单位 水 平 力作 用 下 的 弯 矩 图 ， 如 图 12. 19(c) 所 示 。 由 上 式 就 可 求 
得 动 弯 矩 幅 值 图 [图 12. 19(d)]。 
荷载 幅 值 下 引起 的 位 移 为 : 








p= F. — EE 
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则 横梁 水 平 位 移 幅 值 为 : 





一 ps 一 ISE 
2. 阻尼 对 单 自由 度 体 系 受 迫 振 动 的 影响 


在 简 谐 荷载 作用 下 有 阻尼 的 单 自由 度 体系 的 受 迫 振动 的 模型 如 图 12. 20 所 示 。 
在 任 一 时 刻 ， 质 量 m 的 运动 微分 方程 为 : 

















1 了 十 cy 十 Ry 一 已 (1) (12-29) 
将 PCD) 一 Fsinb 代入 式 (12- 29) 得 
3286 5 +a y= sing (12 - 30) 


i3 








XE, =+, v= 
KR, g= mw’ ® Nm 


RA2-2D W MIEKE MAE, HAFKA Š -一 鳃 一 一 


程 的 通 解 和 特 解 两 部 分 组 成 。 阻尼 使 次 方程 的 通 角 部分- o 
趋 于 零 ， 在 振动 的 平稳 阶段 只 剩 下 特 解 部 分 。 ó I 
设 特 解 为 : x` A -= 12. 20 
y(t)>= -ao a) C12=31 


将 式 (12- 31) 代 入 式 (12 - 30)， 经 过 计算 可 求 得 








(12 - 32) 




















(12-33) 


(12-34) 





(1) 由 式 (12 - 34) 可 知 ， 动 力 系数 LRLIRRE HR. TEESE EHR. 

现 将 讨论 阻尼 对 动力 系数 8 的 影响 。 对 于 不 同 的 阻尼 比 s， 根 据 式 (12 - 34) ， 可 绘 出 有 
与 分 的 关系 曲线 ， 如 图 12. 21 所 示 。 

O 在 人 很 小 [ 即 和 <1) 和 全 很 大 ( 即 人 1) 时 ，s 对 有 的 影响 不 大 ， 可 以 不 考虑 的 
影响 。 

人 < 时 ， 可 认为 P-~1，P(/) 可 作为 静 力 荷载 处 理 。 








2> 时 ， 可 认为 8-*0， 可 认为 质点 接近 于 没有 振动 位 移 。 





z| 


© 在 人 1， 即 在 ==1 附近 ， 这 时 对 8B 的 数值 有 很 大 的 影响 ， 由 于 阻尼 的 存在 ， 
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-4 
使 B 峰 值 下 降 。 R KN 
在 和 三 1 时 ， 即 共振 的 情形 ， ANEAFI: 
S 
ev SS == a X (12-35) 


各 时 得 尼 的 明太 中 人 £>0, [Ps 
穷 大 的 结论 。 如 果 考 虑 阻尼 的 影响 ， 则 式 (12 -35) 员 的 不 为 零 ， 因 此 得 出 共振 时 动力 系 
数 是 一 个 有 限 值 的 结论 。 NSz 


K a 阻尼 力 大 大 减少 受 迫 振 
动 的 位 移 ， 应 性 凡 阴 尼 的 影响 而 在 此 范围 以外 ， 认 为 阻尼 对 8 的 影响 很 小 ， 可 按 无 阴 尼 
的 情形 来 计算 。 

(2) 阻尼 比 对 任 一 时 刻 的 位 移 与 动 载 P 的 相位 差 « 的 影响 与 频率 比值 人 有关 。 

阻尼 体系 的 位 移 比 荷载 滞后 一 个 相位 角 a。 

当 0<2<1 时 , 0<a<x/2; xfi 时 , z/2<a<x, 


O ->0( 即 <D 时 ，y 与 P 同步。 
wW wW 


此 时 体系 振动 很 慢 , 惯性 力 、 阻 尼 力 都 很 小 ， 动 载 和 弹性 力 平衡 ， 弹 性 力 和 y 方向 相 
反 ， 所 以 动 载 和 > 同步 。 


@ “Loa 0~zw) 时 ， a>90°, y 与 P 相差 接近 90°. 
© £ SC, a>180”，y 与 已 方向 相反 。 


此 时 休 系 振动 很 快 ， 惯性 很 大 、 弹 性 力 和 相对 比较 小 ， 动 载 主 要 与 惯性 力 平衡 。 而 惯 
性 力 与 位 移 是 同 相位 的 ， 因 此 荷载 与 位 移 的 相位 角 相 等 。 





EDE mamn 


【 例 12-6] 如 图 12. 22(a) 所 示 梁 承受 简 谐 荷载 Fsinb 作用 。 已 知 : F—30kN, 0= 
80s™!, m=300kg, EI=90X10°N - m’, ERE B RERE K= SEL, pok MNUE Ik 6 
0. 05 时 ， 梁 中 点 的 位 移 幅 值 及 最 大 动 弯 矩 。 








FsinOt 


BF 


46.38kN-m 
2m 


2m 








(c) 





解 : 此 梁 运 动 为 单 自由 度 体系 在 简 谐 荷载 作用 下 的 强迫 振动 > 
梁 的 柔 度 系数 ðn =8 nHn, WME 12. 22(b) 所 示 。 SON 

1 1 VN 
其 中 $ = = RE 


1 
24 

W BET 
SÉ 


su HW 192EI 


air e HE is (IY) NY 
故 自 振 频率 为 oi 300X5 XA V jh } 


动力 系数 为 。 。 》 SQ 
A i NI i 
Ria pyr E) teh aii 
BI: 
A=By =F ðn =1. 546X 30X 10 X ror rgy T8 594X 10m 
由 于 动 荷载 作用 在 质点 上 ， 故 位 移动 力 系数 与 内 力 动力 系数 相同 。 
跨 中 最 大 弯 矩 为 : 


Ma =BX Fi=1.546X--X30X4=46.38kN + m 
动 弯 矩 图 如 图 12. 22(c) 所 示 。 
































| 2. 5 单 自由 度 体系 在 任意 荷载 作用 下 的 强迫 振动 





单 自由 度 体系 在 任意 荷载 FCD 作 用 下 质点 的 运动 方程 为 : 
S Hwy Hat y= ED 


此 方程 为 二 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 。 对 于 给 定 荷载 F(1)， 通 过 解 微分 方程 能 够 求 出 在 
321 
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F(z) 作 用 下 的 位 移 。 为 使 计算 更 为 简便 和 直观 ， 这 里 将 从 冲 量 角度 来 讨论 在 任意 荷载 作 
下 的 位 移 计 算 问 题 。 
先 来 讨论 瞬时 冲 量 所 引起 的 质点 位 移 。 瞬 时 冲 量 是 指 荷 载 F(7) 在 极 短 的 时 间 Az 内 给 

予 振动 体系 的 冲 量 。 若 :二 0 时 ， 作 用 于 质点 的 荷载 大 小 为 下， 作用 时 间 为 A4， 则 瞬时 冲 
量 为 T=Fdt， 即 为 如 图 12. 23(a) 所 示 的 阴影 面积 。 






































FD FO 


—— 
+ 
Y 





(a) (b) r K 
A 12.23 <N ` 
设 静 止 的 单 自由 度 体 系 在 :一 0 时 刻 受 冲 量 I 的 作用 ， 则 其 作用 的 质点 m 获得 的 动量 
为 my 。 由 于 瞬时 冲 量 了 全 部 传 给 质点 ， 故 有 Ny 即 
Ç 
EIR 


当 质点 获得 初速 度 y 后 还 未 产生 位 移 时 7 冲 量 即 消失 ， 因 此 质点 在 瞬时 冲 量 作用 后 























生 自由 振动 。 由 式 G42- 19) 可 和 网 , 认 的 位 移 方 程 为 : 
Ç sine X (12-36) 
PER fem, 点 上 ， 则 质点 位 移 在 < MAE, 在 />r 时 有 
< y=— I yer os ) (12 -37) 


Mw, 
对 于 图 12: NIDRA F(1) 可 看 成 一 系列 瞬时 冲 量 F(r)dr 连续 作用 ， 即 把 每 
个 瞬时 冲 量 所 引起 的 位 移 蚕 加 ， pepuga] F(1) 作 用 下 质点 的 位 移 为 : 
i 


ye Fo ? sinw, (t —r)dr (12 - 38) 
这 就 是 单 自 由 度 体系 当 原 来 的 初 位 移 和 初速 度 均 为 零 时 ， 在 任意 动力 荷载 作用 下 的 质 
点 位 移 公 3 
车 不 计 阻 尼 ， 则 有 $= 二 0，w: 二 w， 于 是 
yW) = LÍ Fosinocd 一 Ddr (12-39) 
Mwd o 


式 (12-38) 及 式 (12 - 39) 称 为 杜 哈 梅 (Duhamel) 积 分 。 
车 在 :二 0 时 ， 体 系 还 具有 初始 位 移 y. 和 初始 速度 ww， 则 质点 的 位 移 为 : 


ya)= E (ycoswrt + EEE sinet) 4f F(z)e ™ > sinw, (t—r)dr 


(2-40) 
若 不 计 阻 尼 ， 则 有 
vo 


Y) = yocoswt + uet L — [Feoysisa — ode (12-41) 
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有 了 式 (12-38) 一 式 (12-41)， 只 需 把 已 知 的 干扰 力 F(z) 代 入 进行 积分 运算 , 便 可 求 
解 此 种 干扰 力作 用 下 的 受 迫 振动 。 下 面 研究 两 种 特殊 荷载 作用 下 的 解答 。 


(1) 突 加 荷 
突 加 荷载 是 指 突然 施加 于 结构 上 ， 并 保持 数值 不 变 且 长 期 作用 的 荷载 。 设 体系 加 载 前 


处 于 静止 状态 ， 其 随时 间 变 化 的 规律 为 : 
Feo=| 














x= 








0 <0 
F, >20 


(12 - 42) 


其 函数 曲线 如 图 12. 24(a) 所 示 。 





FN) yD 





1 
1 

上 
TR 
N 





hi 


-s 四 
(a) r es ONI 
m NN 


将 式 (12 一 41) 中 的 荷载 表达 式 代入 式 (236)， 得 到 动 位 移 : 
F 


Mw 
质点 位 移 与 时 间 关系 曲线 如 图 12. 24(b) 所 示 、 由 此 可 条 突 加 荷载 引起 质点 的 最 大 
动 位 移 y= ， 动 力 系数 为 2 A 
2) 线性 渐 增 荷载 。 Ñ 4 PO) 
在 一 定时 间 内 (0<:<4,) ， 荷 载 由 oia P. 然后 荷载 值 


保持 不 变 ， 如 图 12， b5 所 示 。 +) 
荷载 表达 式 为 : 


Fo 
t 34 0<—t, 
PGD = -| 当 s 








yD) — hapas 2 z(= coswt)= ya (1—coswt) (12-43) 



































Fo 当 >t, A 12.25 
杜 哈 梅 积分 : 
yw) E fesist Ddr = ys m (: swt) EPESA 
yat | =sinoc 一 Ddr+ Fo F sts - (12-44) 
mol ,J o mwd o 
vfi Hsin sinw( 11) "4 DY 
对 于 这 种 线性 渐 增 荷载 ， 动力 反应 与 升 载 时 间 KEA., K 12. 26 所 示 曲 线 表示 























动力 系数 8 随 升 载 时 间 比值 年 而 变化 的 情况 ， 这 种 关系 曲线 称 为 动力 系数 的 反应 谱 曲 线 。 








由 图 12. 26 看 出 ,动力 系数 B 介 于 1 与 2 之 间 。 如 果 升 载 时 间 很 短 ， 例 如 <T, w 
动力 系数 8 接近 2， 即 相当 于 突 加 荷载 的 情况 。 如 果 升 载 时 间 很 长 ， 例 如 4. 二 4T， 则 动力 
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ea 
B 
20 
Ñ | 
ç 
(Eam aa 
Ó Pi 
1 
1.6 Ao 
T: 
14 ` 
` 
12 Ls + 
在 
100 1.0 2.0 3.0 407 









































图 12.26 


系数 8 接近 1， 即 相当 于 静 荷 载 的 情况 。 AMARE BE K 而 
且 是 与 周期 工 密切 相关 的 。 
【 例 12-7】 12. 27 所 示 规 律 














Fe) 
表示 ， 即 NGE \ 
Xo- -fi us) e= 
7 N <N at) 
' iae x 试 求 单 自由 度 结构 在 此 荷载 作用 下 
32:27 Se 设 体系 原来 处 于 静止 状态 。 
R: (1) /过 4 时 ， 结 983223 9 pltó 8 139 926 E EN 
将 FCD 代 入 式 (12 MD, yo Sa 
Ç > _ /xy(b = ZIRA Sinw(t 一 z)dr 
将 上 式 积分 得 A 
F ya) Pà coswt + l ina L) 
j ma wti t 
u= EE, M 
y= (1 cosot 十 二 Sino +) (a) 


(2) Ent. R ARREA ya = yG), $ =YGn) 的 自由 振动 。 由 式 
(a) 求 得 : 


=y(n)=% ( Feos ) 








š 1 1 
Yo=y (tı) ol sinon 2 an ost ) 


将 w、yo 代 入 无 阻尼 自由 振动 位 移 式 (12 - 7)， 并 将 时 间 变 量 改 为 :一 扣 ， 即 得 /之 局 时 
结构 的 位 移 ， 即 














HU sinl ti)+ yti )cosw(t 一 三 ) (CZ) 
:[ oa Sinwt 一 Sinw(t 一 | 
y ys Swt -t ah 
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| 12. 6 两 个 自由 度 体系 的 自由 振动 


在 结构 的 动力 分 析 中 ， 为 了 保证 分 析 结果 的 精度 ， 有 些 结构 需要 简化 为 多 自由 度 
体系 进行 计算 。 多 自由 度 体系 自由 振动 分 析 的 主要 目的 在 于 确定 体系 的 自 振 频 率 和 振 
型 ， 为 其 强迫 振动 分 析 做 准备 。 在 单 自 由 度 体系 的 分 析 中 ， 阻 尼 对 体系 自 振 频 率 等 影 
响 很 小 ， 对 于 多 自由 度 体系 也 有 类 似 情况 ， 因 此 在 其 自由 振动 分 析 中 不 考虑 阻尼 的 影 
响 。 两 个 自由 度 体系 是 多 自由 度 体系 的 最 简单 情况 ， 能 清楚 地 反映 多 自由 度 体系 的 
特征 。 

.两 个 自由 度 体系 自由 振动 微分 方程 的 建立 


与 单 自由 度 体系 一 样 ， memapar tumwis, 一 种 是 柔 度 法 ， 
一 种 是 刚度 法 。 

D FER ESS 

设 两 个 自由 度 体 系 如 图 12. 28(a) 所 示 ， 和 集中 | - 
质量 分 别 为 mw 和 mz， 不 计 梁 的 自重 。 在 自由 振动 
的 任 一 时 刻 质 量 m 和 wm 的 位 移 分 别 为 x GO 
和 ys (1)。 

将 惯性 力 一 m1 和 一 ms。 .作为 部 举办 分 别 作用 4 
于 质点 1、2 处 [图 12.28(B)] 由 于 为 自由 振动 
梁 无 动 荷载 作用 。 在 各 惯性 力作 用 下 ， 各 质点 的 位 % 





x (Dm ou ma 0) | Ee 
y: (=N mi Oam (ë J 
(12-45) 





式 中 ,6; 称 为 柔 度 系 数 ， 它 表示 沿 yj 方向 施加 
单位 力 时 ， 在 y; 方 向 所 产生 的 位 移 [图 12.28(c)、 
(d)]。 

2) 刚度 法 

列 动力 平衡 方程 时 ， 可 采取 类 似 位 移 法 的 步骤 来 处 理 。 首 先 在 质点 1、2 处 沿 位 移 方 
向 加 入 附加 链 杆 [图 12. 29(a) ]， 则 在 各 惯性 力 一 m3’ ;(i 二 1，2) 作 用 下 ， 各 链 杆 的 反 力 等 
于 iy’ i(i 王 1，2)。 然 后 令 各 链 杆 发 生 与 各 质点 实际 情况 相同 的 位 移 [图 12.29(b)]。 此 
时 ,体系 恢复 原 自然 状态 ， 则 附加 链 杆 的 反 力 R (1) 、R2 (7) 也 等 于 零 。 由 此 可 列 出 各 质点 
的 动力 平衡 方程 ,有 


12.28 














Ri(D=Kuy Kuy +Ru=0] 

R.,G)=Kxy +K>xy 十 Ra of 
式 中 ,各 K; 称 为 刚度 系数 ， 它 表示 由 于 链 杆 7 发 生 单位 位 移 ( 其 余 各 链 杆 的 位 移 为 零 ) 时 
325 























ATN 
结构 刀 字 实用 教程 
-一 
在 链 杆 i 处 引起 的 反 力 。Ru1、Rz 为 在 质点 惯性 力作 用 下 各 链 杆 反 力 [图 12. 29(e)]。 将 
Ri (DSmi A), RaO =m y OARA ERDE., WADIA: 
mi) +kuyi (0) + hi ys ()=0 

















(12 一 46) 








m2y 2 (1) kayi (4) + ko ys ()=0 





g > 
RÓKA, Ro(D=mj5 
` W 
, <> 
"r S wy 
12. 29 ~ 


2. 频率 方程 和 自 振 频率 


1) EIERNE R B Ë 率 - 
在 结构 动力 计算 中 ， 需要 研究 各 质 ， 点 按 相 同上 下 让 角 作 入 清扫 的 自由 振动 解 
。 因 此 ， 设 式 (12 -45) 的 解 为 简 谐 振动 的 解 ， Lu Ç i 
X= nOA sió HO 





pe 


(a) 
ya)= -Aksin Fa) i; 

MRT garaam 5 
—m y (=m Aio sin(wt+a) | (b) 


=m y (= mA sin(wt+a) Í 

由 式 (b) 可 知 两 个 质量 的 惯性 力 幅 值 分 别 为 m Awa m Aso o 
式 中 ，A, 、A: 为 质量 m, m AMIRE: o 为 体系 的 自 振 圆 频率 ，a 为 相位 角 。 
将 式 (a) 代 入 运动 方程 (12 -45)， 并 消去 公 因子 sin(wt 十 a)， 得 到 位 移 振幅 的 方程 组 : 
A= (wm A ðn tw mAs)o | 











> (12—47a) 
A:= (am A1) + (am, A) | 
上 式 说 明 位 移 幅 值 是 惯性 力 幅 值 作 用 下 所 产生 的 静 力 位 移 。 
式 (12 -47a) 还 可 写成 : 
(Gum -十 )A 十 612m2 Ao =0] 
5 (12 -47b) 


am A+ (sam 一 点 )4， -of 


显然 A, = A, =0 是 方程 组 的 解答 ,但 它 代表 的 是 没有 发 生 振动 的 静止 状态 。 为 了 求 
得 不 全 为 零 的 解 ， 令 系数 行列 式 等 于 零 。 
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um =l Ôm 
D= =: =0 (2-48a) 
amı Om; 一 点 
wW 
AZ- sl, 由 它 可 求 出 w 如下。 
a= z 则 有 
A — (òu m Hezm:JA + (Anm m: ~cm m: ) 一 0 (12 - 48b) 


由 此 可 解 出 》 的 两 个 根 : 
hz 一 z lnm Fsm: )+ /(@nmi Tem): (nz ða mm | (12-49) 
有 于 是 ， kara Waku 

en = a= é K 
== Ma 

较 小 的 圆 频率 用 w 表示， 称 为 第 一 圆 频率 ， 另 一 i 圆 频率 。 

D 用 刚度 系数 表示 频率 方程 和 自 振 频 率 Z 

仍 设 解 的 形式 为 : v< 

y (ODSA a) 

y (MEA si | 
将 式 (a) 代 入 运动 方程 (12 - 46); ;》 关 消去 公 因 子 sin(wt 十 a)， 得 到 位 移 振幅 的 方程 组 : 
1 (ha mi) A, +k: A; ARP 








(a) 


z z Ko nAi +lk — w m) A0 Cb) 
为 了 求 得 不 全 为 零 的 能 $ 令 系 数 行列 式 等 于 零 . 
< p= E7 Ei Vis É (12- 50a) 
~M ka A M “(kz —a m) 





=as- PS22862, 由 它 可 求 出 如 下 。 
=t (e) (Eey Te 一 et | (12-50b) 


m m m m. mim; 
较 小 的 圆 频率 用 w 表 示 ， 称 为 第 一 圆 频 率 ， 另 一 个 圆 频 率 ws 称 为 第 二 圆 频率 。 
3) 主 振 型 及 主 振 型 的 正 交 性 








(1) 主 振 型 。 
由 式 (12-47b) 可 得 到 质点 1 和 质点 2 位 移 振幅 的 比值 : 
A_ Qm; 
A S r HË (12-51) 
Sum 一 二 


式 (12- 51) 表 明 比 值 多 与 频率 w 有 关 ， 当 频率 w 确定 后 ， 比 值 多 是 一 个 常数 ， 称 为 





主 振 型 或 振 型 。 
与 w 相 应 的 振 型 ， 称 为 第 一 振 型 : 
A _ _ jm: = 
AT — 工 (12 — 52a) 
dum 
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Di 
与 w 相 应 的 振 型 ， 称 为 第 二 振 型 ; 
AP _ dm u 
To= (12-52b) 


aim L 
[0 


同 理 ， 可 得 到 在 刚度 法 中 用 刚度 系数 表示 的 两 个 主 振 型 为 : 





A __ ke e 
ao >= =a (12-53a) 
A2 i 

A (12- 53b) 
Az‘ ki wm 





(2) 主 振 型 的 正 交 性 。 
如 图 12. 30 所 示 ， 由 功 的 互 等 定理 : 
(mo APAP mw AP AP = (ma AP AP + (mI a s AP AP 
, KA 





整理 得 : x 
kZ LAS AP YA 二 AVAG )=0 
因 四 天 om ， 则 有 : 
mAP A? » tm AP —o 2-54) 
两 个 主 拔 型 相 各 证 交 ， 因 与 质量 有 关 *] 又 称 为 第 一 正 交 关系 。 
【 例 12-8: 求 如 图 12. 31 (a) 所 示 结 构 的 自 振 频率 、 主 振 型 ， 并 验证 主 振 型 的 正 交 
tE, BA: m m,=m, El=3W 3, 
解 : (1) 求 自 振 频 率 。 
1 图 12. 31(b)、(c) 所 示 ， 用 图 乘法 求 出 柔 度 系数 为 : 
































AE 7 
六 一 知 一 元 和 7， Qz=à0n=1g6ET 
" = l: 
(c) 
a) y(i) ya(D) a 
oo Po wull JU 去 图 
j: 5l 
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将 柔 度 系数 和 质量 代入 式 (12 -49), 得 























15mE ml? 
六 一 486ET， %7 486 
则 自 振 频 率 为 : 
win J2 5. 692 EL, Q "P 22. 045 E 
(2) 求 主 振 型 。 
当 w 二 w 时 ， 主 振 型 为 : 
A um _l 
Az” im — 
w 
当 w 二 ww 时 ， 主 振 型 为 : 1 4 
AP F @ 
A 






两 个 主 振 型 的 形状 如 图 12. 31(d) 、(e) 所 示 。 Ñ 
(3) 验证 主 振 型 的 正 交 性 。 NXA 
mAP AP +mA? AS 5141 FmX1X (—1)=0 
【 例 12 - 9] 试 求 如 图 12. 32(a) 所 示 刚 架 的 自 振 频率 和 振 型 ， 并 验证 正 交 性 。 已 知 ; 
横梁 刚度 EH 二 oo; 质量 wm 二 ms 二 mi 层 间 侧 移 刚 度 为 K, 二 Ks 二 K。 











y 





1.618 0.618 





(d) (e) 
图 12.32 


解 : (1) 求 刚 架 自 振 频率 。 
由 图 12. 32(b) 、(c) 可 求 刚 架 的 刚度 系数 为 : 
Kı =K, +K:=2K, 天 2 一 天 2 K. Kx=K 
将 刚度 系数 和 质量 代入 式 (12- 50b)， 则 有 
(2K—wm)(K—w:m)— K? =0 

















解 频率 方程 ， 则 得 
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*— 
w 1 (3— /5)Ś=0. 38197 K 
2 m m 
w Legy V5) 玫 一 2. 61803 K 
m m 
两 个 自 振 频 率 为 : 
an =0. 618 类。 一 1. 618 J$ 
(2) 求 振 型 。 
当 w=w 时 ， 主 振 型 为 ; 
Ai kr =K L 
A,” kwm 2K—0.382K 1.618 
当 w 二 ws 时 ， 主 振 型 为 : VA 
A kz -K F N à 














A” ku —asmi 2K—2. 618K, N 
两 个 主 振 型 的 形状 如 图 12. 32(d) 、(e) 所 示 。 


(3) 验证 主 振 型 的 正 交 性 。 NÇ 
mAP AP? +mA AP =mX 1X IAK 1. 618X (—0. 618)=0 








| 12.7 pra 由 大 条 在 简洁 条 载 下 的 要 过 白 振 动 


多 自 EEZ ETAETA FARZ 与 单 和 由 度 体系 类 似 ， 开始 也 存在 一 个 过 
渡 阶段 ， 由 于 阻尼 的 影响 其 中 自由 振动 部 分 很 Ba sea, 因此 ， 对 于 多 自由 度 体 系 的 强 
人 迫 振动 只 4 讨论 平稳 阶段 的 纯 强迫 振动 。 b 


1. FERN 


D 振动 微分 方程 的 建立 
如 图 12, 33(a) 所 示 两 个 自由 度 体系 承受 简 谐 荷载 作用 ， 且 各 荷载 的 频率 和 相位 相同 。 








Fisingt Fsin@t F m 


mz 
ak m m 


n@ PAD AÇ A 
(a) (b) 


图 12.33 








和 柔 度 法 建立 运动 方程 ， 有 
d) =n [—mj3 to [ —ma 2C) ]+Aisin@:] 
y) =6a [m y a GO J] +82 [ —mə > (t) J-+-A:sesin@t J 


























yi) Hum y it) Hem y (t) Assin0r] 


y 2 š (12-55) 
VA) Ham şı) +ózm y (t) Arsinðt | 














330 


第 12 前 ”结构 动力 学 





式 中 ，Alp、Awp 为 荷载 幅 值 作为 静 荷 载 所 引起 的 质点 位 移 ， 如 图 12. 33(b) 所 示 。 
2) 动 位 移 的 解答 

由 于 在 平稳 阶段 各 质点 与 荷载 同 频 同步 振动 ， 则 设 方程 (12 - 55) 强 迫 振 动 的 解 为 
yı (M) =A; sint 

















: (a) 
y (t) = A,singt 
由 此 可 得 ， 质 点 的 惯性 力 为 : 
Fa () =m şı (=m PA, sinhe) (b) 
FeG)= —ms.š 0) =m? A;sin@ J 
将 式 (a) 和 式 (b) 代 入 方程 (12 -55)， 整 理 得 位 移 幅 值 方程 为 : 
(m (ən —1)A, +m: ó: A; +A =0 
w n | (12-56) 
msa A + (mG 6 —1)A; +A; =0 k 
解 方程 ， 可 得 位 移 幅 值 Z KA 
D. D <N 
A,==—, AF x`) (12-57) 
' D ' D; Y É. 
其 中 AN 
se | 
mifa m6 —1) 
p=| Aip mP ë, a El Gs 
—Asp (mF mi Óx 一 Ap 
由 此 得 质点 惯性 力 幅 值 石和 DA: v AXZ 
Sh=m@A.,. L=g0A; (12-59) 


由 式 (a)、 式 (D) 和 动 桨 载 的 表达 式 可 知 ， 在 纯 强 迫 振动 时 ， 质 点 的 位 移 、 惯 性 力 及 动 
荷载 将 同时 达到 最 大 值 ， 因 此 ， 在 计算 最 大 动 位 移 和 动 内 力 时 ， 可 将 动 荷载 和 惯性 力 的 幅 
值 作为 静 荷 载 作用 于 结构 ， 用 静 力 方法 进行 计算 。 

【 例 12-10】” 求 如 图 12. 34(a) 所 示 体 系 质点 1 和 2 的 动 位 移 幅 值 和 动 变 矩 幅 值 图 。 已 
知 : m=m=m, 0=0. 6w, El=% 3⁄4, 


8 


m 


(a) wo 





图 12. 34 


解 : (1) 计算 结构 的 柔 度 系数 。 
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a 
(2) 计算 荷载 幅 值 引起 的 位 移 [图 12. 34(b)] 。 
4FR 7FP 
Am 一 6nF 一 24357 Aerea F= TRET 











(3) 计算 位 移 幅 值 FI A;。 
将 相关 数值 代入 式 (12- 58) 和 式 (12- 57) 中 ， 求 出 质点 的 位 移 幅 值 。 
A, 2.55x102 Er, ga 
(4) 计算 惯性 力 幅 值 I 和。 

11. 65EI ,FE 


L=mfA == T X2. 31X107? Er 271F 


=s A = t Hl Ely. 55X10 0 297F 


(5) 绘制 动 村 矩 幅 值 图 。 K 
将 惯性 力 幅 值 和 荷载 幅 值 作用 于 结构 ， MERŐ., 如 图 12. 34(c 所 示 ， 这 
个 村 年 图 即 为 动 弯 矩 幅 值 图 。 


2. 刚度 法 
1) 振动 微分 方程 的 建立 








A:=2.31X107 


x 





o 图 12.35 所 未 为 两 个 自由 度 体系 ， 作 用 在 质点 1、2 EA 
py by p siatt, Pe snr。 将 质点 作为 了 高 体 ， 可 写 册 机 个 
一 -ww 一 






IK my 1 E, =P; sina) 
va j mə T kaJ Fko , y: = P; sin@ Í 
OA 2) 动 位 移 的 解答 NS 
A 由 于 在 平稳 阶段 各 质 点 与 荷载 同 频 同步 振动 ， 则 设 方程 
G2- 57) 强 迫 振动 的 解 为 。 


(12-60) 









Pisingt m, 





yı) =A; sinĝt 
; | (a) 
yz (4) = Aəsin0t 
图 12.35 将 式 (a) 代 入 式 (12 -59)， 消 去 sino, 44 
(An — 0m )Y +b Y; =P; | (b) 
ka Y + (ko; —0 m, )Y; =P; 
由 式 Cb) 可 解 得 位 移 幅 值 为 ; 
Dy aD _ 
A=’ Az D. c12 =61) 
式 中 
p| HO kiz I 
ka (ko —m;0 ) 
P. kr ka —m@) P 
pale ali palh m) 1 (12 - 62) 
P, (ks—mt) ka P, 








求 得 位 移 幅 值 A1 、As 后 , 仍 可 按 式 (12 - 59) 计 算 惯性 力 I 、I。 将 D. LERE 
WE P 加 在 体系 上 ， 按 静 力 计算 方法 可 求 得 动 内 力 幅 值 。 
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【 例 12-11】 求 如 图 12. 36(a) 所 示 刚 架 在 二 层 楼 面 有 荷载 Psinbt， m =m.=m. 0=4 
JED ， 计 算 第 一 、 第 二 层 楼 面 处 侧 移 幅 值 、 惯 性 力帆 值 及 柱 底 端 截面 计算 由 值 。 








Psingt 二 P 
=. ToP 
1.2P 
(b) 
图 12.36 AAN 
解 : (1) 计算 结构 的 刚度 系数 。 
ku=48 El, ku=kn 

















(2) 计算 Do, Di, D... 


mf =m al 四 JEL 一 1 sH 


由 式 (12-62)， 得 S> 










































Cki) >m. >; 
=| ZV ` SRE 
` Rii * 
$ = , 
(Au 一 Ma 大) P 
p=| ZA |=upEk pa " ™ '|=32p El 
y ko — m. ) YA ka h 
(3) HAYA. 
由 式 (12-61)， 得 
D, _ _ 24 5 h° h? 
Av=p 320" EP O05P Ey 
D. 2 hš 
A=p, 320 P EL O P 可 


(4) HELL, L. 
1 式 (12-59)， 得 




















五 一 mtA,=16 型 x( 一 0.075)2 一 一 1.2P 














h: EI 
; 
b= A, =16 Ex (0. DP =p 


(5) 计算 内 力 。 


刚 架 受 力 如 图 12. 36(b) 所 示 ， 可 用 剪 力 分 配 法 求解 ， 也 可 用 笃 加 公式 求解 。 如 柱 底 A 
截面 的 弯 矩 幅 值 为 ; 


Mi=M. +M, +Mr=—1. 2P(Ł)—1. 6p(4)+2t=—o0. 45Ph 
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| 12. 8 多 自由 度 体系 的 自由 振动 


多 自由 度 体系 的 振动 微分 方程 ， 同 样 可 以 采用 两 种 方法 建立 : 柔 度 法 和 刚度 法 ， 并 采 
1. 柔 度 法 
1) 振动 微分 方程 的 建立 
如 图 12. 37(a) 所 示 nn 个 自由 度 体系 ， 在 自由 振动 的 任 一 时 刻 :， 质量 m 的 位 移 为 yi， 
作用 在 该 质量 上 的 惯性 力 为 1 二 一 my;:， 则 有 : P 
yi=0) (—m 3) Tó (ms 2) T rà; (m, ) +à (M + Tó, (—mJ3,) 
可 建立 nn 个 上 述 类 似 的 位 移 方程 : h 


yi +m iðn Hm jð Hh 
:个 

































X mı WO mb 3: Ó; 
(a) 























**==Fom ya, =0 
NW 
这 里 y ERRER 即 单位 力 1,=1 作用 时 质点 i 的 位 移 [图 12. 37(b)]。 


Yt yon ma 








0 
y | Ou Ó Ó] [mi şı | 6 | 
S a sa es ia Pl) L (2-63a) 
y, | 1 3, ô, m 5 : | 

0 


可 简写 为 : 


{y} HESILM] (7 }={0} (12 - 63b) 
式 中 ，[6] 为 结构 的 柔 度 和 矩阵 ， 它 为 对 称 方 阵 ; [MJ 为 质量 矩阵 ， 在 集中 质量 的 体系 
中 是 对 角 阵 ; {yy} 为 质点 位 移 向 量 ; (3 } 为 质点 加 速度 向 量 。 
2) 微分 方程 的 解 及 基本 频率 
设 解答 的 形式 为 : 
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{y} ={A}sin(wt+a) (b) 
AP, (A}5 (AAA, " 称 为 质点 位 移 幅 值 向 量 。 它 是 体系 按 某 一 频率 作 简 谐振 
动 时 ， 各 质点 的 位 移 幅 值 依次 排列 的 一 个 列 向 量 。 由 于 {A} 不 随时 间 而 变化 ， 体 现 了 体系 
按 频率 o 作 简 谐 振动 时 的 振动 形态 ， 故 称 为 主 振 型 或 简称 振 型 。 
将 上 式 代 入 运动 方程 (12 -63b)， 并 消去 公 因 子 ii ， 则 得 到 


(TaJEM]-4L1I) (A) =0 2-64a) 





P, [站 为 单位 矩阵 。 
其 展开 式 为 : 








(nm 4 )A. Fó m] As 十 … 十 uvA, 一 0 








A 
am A+ (zm: 1 ja FO mA i b 
w << (12-64b) 














amA Him A++ (Ba 1 


式 (12 - 64) 为 位 移 幅 值 4 A, = A 的 齐 次 方程 。 由 于 体系 发 生 振动 ，A1，As，…， 
ARRIE, MIRAZ- 64) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 其 系数 行列 式 为 零 ， 即 








,gE EAR 0 
其 展开 式 为 。 大 x 
, N enl 
4 (Bim z ) 
3 S 8 
NN 2ımı =0 (12 - 65b) 
Om em (ó m _) 
ni Mi pa Mott | Ó, m, a 


式 (12-65) 即 为 n 个 自由 度 体系 的 频率 方程 。 将 行列 式 展开 可 以 得 到 一 个 关于 ei 或 证 


的 nn 次 代数 方程 。 解 此 方程 ， 可 得 到 w :或 十 z 的 n 个 非 负 实 根 ， 即 得 由 小 到 大 排列 的 个 自 


振 频 率 w ，ws，…，w,。 其 中 最 小 的 频率 8 一 频率 或 基本 频率 。 
将 求 得 的 频率 wk CK=1, 2, +, 7 分 别 代 入 振 型 方程 (12 - 64a) B 


(ECM 一 支 [r] Ay 一 10) (12-66) 


由 式 (12- 66) 可 确定 与 wk 对 应 的 主 振 型 {A} O = APA eA o h FIRN E 
的 系数 行列 式 为 零 ， 因 而 不 能 唯一 确定 Al” ，As® ,，…，As," 的 值 , 但 可 确定 它们 之 间 的 
相对 值 ， 即 确定 了 振 型 。 要 想 主 振 型 {A} 中 各 元 素 的 大 小 能 够 全 部 确定 ， 还 需要 补充 条 
件 。 常 用 的 办 法 是 : EUA) 中 的 一 个 元 素 ( 通 常 取 第 一 个 或 最 后 一 个 元 素 ) 作 为 标准 ， 
取 基 值 为 1， 根据 振 型 方程 可 求 出 其 余 元 素 的 数值 。 
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【 例 12-12] 试 求 图 12. 38 所 示 刚 架 的 自 
振 频 率 和 主 振 型 。 横 梁 刚度 El, =; 刚 架 的 
质量 都 集中 在 楼 层 上 ， 第 一 、 二 、 三 层 楼 板 处 


的 质量 分 别 为 2m、 


m, m; 层 高 相等 ， 即 六 一 
b= hi 各 柱 刚度 分 别 为 : Eh, Ek — Él, 
_El 
El= 。 
解 : (1) 求 自 振 频 率 。 


刚 架 的 层 柔 度 系数 6;， 即 层 间 作用 单位 水 
平 力 时 产生 的 层 间 位 移 [图 12.38(b)]， 可 









































图 12.38 求 得 WA 
u x K 
SAE, A NN 
3 aD: a 
W: a ZER pi AE 30, à, NEFT 
柔 度 矩阵 x S 
Òn A kB L. T 3 
[3] = |a" XU a|- ! 4 y 
Fip z ` X 9 
s 00 
A J [M] =m JA oj 
i qa 0270 1 
NO e L i 
1[5TM -a C| =m i£ a |=0 = 7 
- 4 9—Ẹ 
展开 得 : 
ë —15ë +42£—30=0 
解 之 得 : &=11.601, &=2.246, &=1.151 
三 个 频率 为 : 
e =0.2936 | o , =0. 6673 = 四 一 0.9319 


(2) 求 主 振 型 。 
主 振 型 {A} 


“> 由 式 (12 -66) 来 求 。 另 有 As"” 二 1。 


首先 求 第 一 主 振 型 。 将 和 名 代入 下 式 : 


2-8 1 
maacn-am| 2 4—é 
2 4 


KAP 一 1， 则 
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—9. 601 1 
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一 9. 60A” +A? +1=0} 
2A —7. 60A +4=0 Í 
0. 13) 
amda so 
' Í 
同 理 可 求 得 第 二 、 第 三 主 振 型 。 
2. 刚度 法 
D 振动 微分 方程 的 建立 
如 图 12. 39(a) 所 示 为 对 个 自由 度 体系 ， 设 在 
振动 的 任 一 时 刻 各 质点 的 位 移 分 别 为 x，ys，…， ( BQ 
yy 。 首 先 加 入 附加 链 杆 阻止 所 有 质点 的 位 移 ， 则 在 各 NY | | | 
质点 的 惯性 力 一 mi(i 二 1，2，…， nn) 作用 下 ， 各 链 — i 
杆 的 反 力 即 等 于 ms[ 图 12.39(b)]， 其 次 令 各 链 村 发。 A 
生 与 各 质点 实际 位 置 相同 的 位 移 [图 12. 39c], 此、 8 
时 各 链 杆 上 所 需 施加 的 力 为 Feo ERHEBEN 
受 的 阻尼 力 ， 则 将 上 述 两 情况 释 加 ， 各 附加 链 杆 虐 
的 总 反 力 应 等 于 零 ， 由 此 全 可 列 出 各 质点 的 动力 平 
$ 














衡 方程 。 以 质点 mA + SAN 
mi +F == > ° (a) 2 
由 从 加 原理 EAA KIA ae e = 
Fe =ka yı Hoya tH Hkayn CNOT T YA K $ A 
式 中 , b. kE WAWER BC EN hu 村 
理 意义 如 图 188900. (e) 所 示 。 把 式 tb) 代 入 式 四 
(a), # N 图 12.39 


myi tka yı Fko y: tee +H kuy =0 
同 理 ， 对 每 个 质点 都 列 出 这 样 一 个 动力 平衡 方程 ,于 是 可 建立 nn 个 方程 如 下 : 
mi i Hkn yi Hkizyz +*+ kinya =0 
mz Jz +kə yı Tako yz Ts T konyn =0 | 








m,y, kn yi ke yz 二 ky 中 
nn 个 质点 的 振动 的 微分 方程 可 用 矩阵 形式 表示 : 
m m ku ki … hy] {y 0 
Ë 


ka kz … ko | jy 0 


mz IE =4 > (12 - 67a) 





Mn J a ka “e ËR. uy; 
简写 为 : 

[M][y J+[LK]{y}= {0} (12-67b) 
式 中 ，[K ] 为 结构 的 刚度 矩阵 ， 它 为 对 称 方 阵 ; [MD 为 质量 矩阵 ， 在 集中 质量 的 体系 
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中 是 对 角 阵 ; (y) 为 质点 位 移 向 量 ，{y ) 为 质点 加 速度 向 量 。 
2) 微分 方程 的 解 及 基本 频率 








设 解答 的 形式 为 : 
{y}={A}sin(wtta) (c) 
将 式 (c) 代 入 运动 方程 (12 - 65b)， 并 消去 公 因子 sin(wt 十 p) ， 则 得 到 
([K]—ə [M])(A)= (0) (12 - 68) 


为 了 得 到 {A } 的 非 零 解 ， 应 使 系数 行列 式 为 零 ， 即 
I[KJ—w [M]|=0 
将 行列 式 展开 ， 可 求 出 工 个 自 振 频 率 wj，w ，…，w。 其 中 最 小 的 频率 mw 称 为 第 一 
频率 或 基本 频率 。 
令 {4) ”表示 为 与 频率 w 相 应 的 主 振 型 ， 将 之 代入 式 (12- 68 六 得 
([K]—e° [MJ (A) = (0) K (12 -69) 
由 此 可 求 出 个 主 振 型 向 量 {A}、{A}S、…、 AXN 
【 例 12 - 13】 试用 刚度 法 重 做 例 12- 12。 y 












































解 : (1) 求 自 振 频 率 。 N< N IN 
即 a =2Eh , pEb h, nN š 
hi E 区 5 
刚度 矩阵 和 质量 矩阵 分 别 为 : SS 1 
NS vi wi ° 0 
[K] -4i 8 =l os 1 I 
¿YO —3 3 WL 001 
因此 , >— ”从 
a O20222 一 5 
N ` 3 ki 2 i ° 
SS (a) 
A 0 二 
其 中 ro 
p [272a —5 o 
15 5 8-7 一 3|=0 
0 一 3 3 一 7 
展开 得 : 
2 太一 42 池 十 2257 一 225 一 0 
方程 的 三 个 根 为 : 





m=1.293, m=6. 680, 六 一 13. 027 


a =0.0862 È, 中 一 0.4453 外 ， =o. 8685 £ 
m m m 


am =0. 2936, , 四 一 0. 6673 |Ë ， o,=o0.9319, |£ 
m m m 


(2) 求 主 振 型 。 
第 一 主 振 型 。 将 ws 和 六 代入 式 (a)， 得 
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7.414 = 0 
[K] 一 oz wehl —5 6707 一 3 | 
0 =3 1,70. 
保留 后 两 个 方程 ， 得 








SAI +6. 7074 呈 一 24 一 ol 
一 342 +1. 707A? =0 Í 


An oaii 
wola) feso) 
As 1 


振 型 图 如 图 12. 40(a) 所 示 。 A 
第 二 主 振 型 。 将 w 和 六 代 入 式 (a)， 得 & 
6.640 —5 A 


[K] >o *[MJ= E = Y 
P S 一 3. 680 


保留 后 两 个 方程 ， 得 
`x ) + g 3A9 ol 
aA ` AP =0 I 


取 As 二 1， 可 解 得 








<s: mmmn nama DZA 
和 六 代入 式 (a)， 得 








i 一 6.054 —5 0 
[KJ—w’ [MJ=35 5 5. 027 本 
0 一 3 ”一 10.027 


= FP 
Z 
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S 


保留 后 两 个 方程 ， 得 


取 As 二 1， 可 解 得 : 


3. 主 振 型 的 正 交 性 
































3A:2 +10. 027A =0 


振 型 图 如 图 12. 40(c) 所 示 。 


5A 亿 十 5.0274 包 十 34 包 一 0 


} 
| 
| 


A, 2.760 
—3. 3427 


1 


e 


A: ; 
a) 


| 









































个 自 由 度 体系 具有 个 自 振 频 率 及 相应 的 PERD, M ni 
振 型 中 任 取 两 个 振 型 (A)” 和 {A)”， 若 使 ,A 
J a (12-70) 
OKAP sÀ S (12-71) 
则 称 为 主 振 型 满足 正 交 性 ， 即 对 大量 牧区 EEE. 
FEKE, HEREA A) RARAGA 
([K]— MDA ®=0 
或 
94 Ne =a [M] {A 
r. kZ J v, A< 
yo Ke (A) =a 1 (Ay (M ) (a) 
将 主 振 型 (A A V 
À » [K] AVE ZQ (Ajo (M) (A)? 
ME A 2a [K] Mí OM] asun, BJLKJ'=[K], [MJ'= 
[M]. WA 
{A} [K] {A} =a}; {A}T™w [M] {A (b) 
式 (a) 减 去 式 (b)， 有 
(wow) {A} mIMI{A}®=0 
] wi Zo; s 则 有 
{A}'™ [MJ{A}®=0 (c) 
将 式 (c) 代 入 式 (a) ， 有 
(A) [KJ{A}®=0 
上 面 证 明了 主 振 型 具有 正 交 性 ， 它 是 体系 本 身 固有 的 性 质 。 利 用 主 振 型 的 正 交 性 不 仅 
可 简化 动 荷载 作用 下 强迫 振动 的 计算 ， 而 且 可 以 检验 所 求 得 的 主 振 型 是 否 正确 。 
【 例 12 - 14】 验算 例 12 - 13 中 所 求 得 的 主 振 型 是 否 满足 正 交 关系 。 
解 : 由 例 12 - 13 得 知 刚度 矩阵 和 质量 矩阵 分 别 为 : 
20 —5 0 2 0 0 
[K]=Ė|-5 8 一 3 oa 1 o 
0 = 3 O Ü 1 











三 个 主 振 型 分 别 为 : 


0. 163 
0. goo| 


' Í 


a= mo- 








一 0. 294 
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2.760 
一 3. 3427 
1 


1.227 
1 


J 











| 


(1) 验算 正 交 关 系 式 (12-70) 。 
2 0 0 =i 
{A} O [M] {A} =[0.163 0.569 nf 1 ot m 
0 0 1 1 | 
=m[0. 163X2X (—0.924)+-0.569X2X (—1.227)+-1X1X1] 
=0. 0006m 守 0 
} TIMI{A}®=—0.002ma0 
pel aape ss; 0002m~0 KA 
(2) PN 7i). NIS 
T 205, \ 0] {0 924) 
(A)OT[KJ(A) =[0.163 0.569 oke Ns a 
OCAT- 3 1 | 
Ex 6. 681- PE k X0. 005~0 
P 


(A)'[KJ( A f 15—24. je 02)==0 











} 2 [K] w > X (34. 0720 


> ` 
YN 
sN N 
Y 


34. 0722 ) 
& 


SS 


15 


| 2. J 振 型 分 解法 


本 节 用 振 型 分 解法 讨论 多 自由 度 体系 在 任意 动 荷载 作用 下 的 受 
对 于 n 个 自由 度 体系 ， 当 动 荷载 均 作 用 在 质点 上 时 ， 用 刚度 法 建立 的 无 阻尼 强 连 振 


迫 振动 。 






































人 和 X ( —0. 0002)==0 


动 


(12 — 72a) 


(12 -72b) 
为 位 移 向 量 ; 





方程 为 : 
mtRKuytKRKiyt.t+ Ky, =F (0) 
me +Ka yi F Ky Kony, om 
m,y, Kn yi + Ke y: Kaya nasl 
矩阵 表示 为 : 
[MJ{y )+[K](y)=1F00) 
式 中 ，LM] 为 质量 和 矩阵， [K] 为 刚度 矩阵 ; [y ] 为 加 速度 向 量 ;[y] 
(FO) } 为 荷载 向 量 。 
由 于 刚度 矩阵 [K] 一 般 不 是 对 角 和 矩阵 ， 则 方程 (12 - 72) 中 每 一 个 方程 都 包含 一 个 以 





上 的 未 知 质点 的 位 移 ， 即 这 些 方程 是 互相 耦 联 的 。 当 动力 荷载 F (r) AS AE fi 








谐 规律 变化 


而 是 任意 动 荷载 时 ， 直 接 求解 联 立 的 微分 方程 组 是 很 困难 的 。 本 节 将 利用 主 振 型 的 正 交 
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性 ， 通 过 一 定 的 坐标 变换 可 将 联合 的 ( 耦 联 的 ) 微 分 方程 组 化 成 怀 个 非 耦 联 的 微分 方程 ， 从 

而 使 每 一 个 方程 只 含有 一 个 未 知 量 ， 即 可 分 别 独立 求解 。 这 种 方法 称 为 振 型 分 解法 。 

前 面 建 立 的 多 自由 度 体系 的 运动 方程 均 以 各 质点 位 移 作为 基本 未 知 量 ， 质 点 位 移 向 量 
{y= [yiye y ]" 


称 为 几何 坐标 。 
为 了 坐标 变换 的 需要 ， 取 结构 已 规 准 化 的 个 主 振 型 向 量 {A)”，{A} 中 ， 


{A)" 作 为 基底 ,将 几何 坐标 {y) 表 示 为 该 基底 的 线性 组 合 ， 即 
(y)= m (A) pA) Hepa” 


= pA)? (12-73) 
这 也 就 是 将 位 移 向 量 {y) 按 各 主 振 型 进行 分 解 。 上 式 的 展开 形式 为 : 


y, | AP | A | AY 
ya an AP OVN 
$ m i +i [SS \™ 
š : BAw 


AD Ap kas SS 
(CD a | A 
A; A ` > A; 























可 简写 为 : > Y 
KK (=AL 54 : 
RP, (m= ee ede 它 就 是 几何 坐标 


和 正则 坐标 之 间 的 转换 歼 阵 。 由 于 {A) 中 5 时 间 无 关 ， 而 是 时 间 1 的 函数 。 
将 式 (12 AR ) 代 入 运动 方程 (12 - 72), 得 到 关于 正则 坐标 的 微分 方程 ; 


[M]( > JAAP )+ KID gA) 2 )= {[F0)} 
MAERA O, 得 一 
Sa og nLKJ{A = {A} P (F0) } 
| 振 型 的 正 交 性 ， 有 


(12-74) 

















{A} P [M] {A} =0 (j) 
{A P [K] {A}®=0 (i#)) 


则 
> AY P [M] {A}? = {A} P [M] {A}? 
i=] 
D {AYP [K]{A}® = {AF P [K] A}? 
=1 


于 是 式 (12 -74) 成 为 : 
AYP [M] (A P HHA PIKA) P y= {A} P {F0} (12-75) 
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+ 


{A} "P [M] {A}? =M; 
{A} P [K] {A}? =K}; 2-76) 
{Ay P {F0} =F; G) 
则 式 (12 -75) 改 写 为 : 
A 7; +K? =F; (tO (12-77) 
式 中 ，M 为 第 j 个 主 振 型 的 广义 质量 ; K; 这 第 j 个 主 振 型 的 广义 刚度 ; F; OK 
义 荷 载 。 
多 自由 度 体系 的 振 型 方程 (12 -68) 
([KJ—w’ LMI) {A}={0} 
式 (12 -68) 两 边 左 乘 {A)"w ,得 ,个 
Ao [KAP =o; (A)'o [M](A)S 0 











则 有 


于 是 ， 式 (12 -75) 可 写 为 : 





-让 F; (1) (12-78) 
令 以 上 过 程 中 ) 从 1 到 ns 网 可 得 到 n 个 独立 方程 = N 
t= uE; C£) gšt b, n) (12-79) 


这 就 是 关于 正则 介 标 ,的 运动 方程 ， SEMEN n upi AOLA e CHH. 
因而 可 采 同样 方法 求解。 在 分 别 求 出 各 正则 坐标 Me mo t MZ MARA- 73) 
RIRI AERR Y + Wss es. Joi 

综 上 所 述 ， 振 型 分 解法 的 计算 步骤 为 

(1) 计算 结构 的 自 振 频 率 和 振 型 ; 

(2) 由 式 (12-76) 计 算 各 振 型 的 广义 质量 和 广义 荷载 ; 

(3) 求解 正则 坐标 的 微分 方程 (12 -79) ， 得 到 正则 坐标 ; 

(4) 按 式 (12- 73) 计 算 结 构 质 点 位 移 ( 几 何 坐 标 ) 。 

【 例 12 - 15] 试用 振 型 分 解法 求 图 12. 41 (a) 所 示 各 横梁 处 的 位 移 幅 值 和 柱 端 弯 矩 幅 
值 。 已 知 刚 架 各 横梁 刚度 为 无 穷 大 , m=100t, EI=5X10°kN + m, ¿=5m, iW 
值 F 王 30kN， 其 每 分 钟 振动 240 次 。 

解 : (1) 求 体系 的 自 振 频 率 和 振 型 。 

在 各 横梁 水 平方 向 设置 附加 链 杆 ， 并 令 3 根 附加 链 杆 分 别 产 生 单位 水 平 位 移 ， 如 图 
12.41(b), (c), (DHR. 根据 截面 平衡 条 件 ， 求 出 各 附加 链 杆 的 反 力 。 














则 
Ku=6K K»=3K 天 3 一 天 


343 


“SS: 
#SIRTJSSERISKE 

















FINAS Ñ 2 0 0 
y [MJ=100|o 1.5 0 
, | 0 I 
将 刚 架 的 刚度 矩阵 [K] 和 质量 矩阵 [M] 代入 频率 方程 | LK] 一 w* [LM]| 二 0, 求 得 
结构 自 振 频 率 为 : 


由 一 19. 40s-1， w=42.27s 1, ws 一 60. 67s ! 
再 利用 幅 值 方程 (LK] 一 w* [MJ) (A) 三 (0), 求 得 结构 振 型 为 : 


1 1 I 
me- me-| 1.226 | wa 


4. 290) =l 584| 0. 294 J 


(2) 计算 广义 质量 和 广义 荷载 。 
Jk 
.5m 0 |<2. 608 +=30. 607m 
4. 290) 


0 
5 
0 
m 0 0 1 ) 
M; ={A} ® [MJ(A) ° =[11. 226 -ad 1.5m of 1.226 +=6. 7637m 
0 0 -1.584) 


m 
M; = (A) OO[MJIA) =[12.608 4.290] Ë 1 
0 
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m 0 0 1 | 
M; ={A} ®[M]{A}®=[1 一 0.834 0.294J| 0 1.5m 中 -es =3. 1298m 


0 o0 0. 294 
0 

Fi (0)={A} P FG))=[1 2.608 4.290] Fsint ,=2.608Fsing 
0 


0 
F; (1)={A} ® {F()}=[1 1.226 hast) aa sor 








F; (1)={A} HW{F()}=[1 一 0.834 0.294] y 二 一 0. 834Fsin0/ 


(3) 求 正 则 坐标 的 运动 方程。 < 


正则 坐标 的 运动 方程 为 ; 
jito 二 se N 3) 


由 于 Fi (7) 为 简 谐 荷载 ， 上 述 方程 为 Eh 由 度 体系 在 简 谐 荷载 作用 下 的 强 


人 迫 振动 方程 。 由 式 (12- 26) 得 v< 
2.6 


F; (1) D8Fsingt 
mM a o e019. 402 -ei oA s iO. ‘sint 


FQ) YA 1. 266Fsint vX 2 "1 
=M (a Sg) 7 62768m(41. 2AP O 0907472410 ° sint 




















F; (O —0. 834Fsin@; 
MARO 3. 1208m 66-64) 0 026217 X10 ” sinde 


(4) 计算 质点 位 移 (几何 坐标 )。 j 














= D Ag 
i=l 
V 1 1 ] 1 ] —0. Si 
| 上 wah + 1. 226 pH-a 834 DE 1771 X10” sinĝt 
y la. 290 =i; sga) 0. 294 j” —0. 5178 
各 质点 最 大 动 位 移 为， 


A,=—0.0756X10 m A,=-—0.1771X10 m A,=—0.5178X10 m 
(5) 计算 结构 最 大 动 弯 矩 。 
TRPEZE {Fi} =P [m] {A} 


Fii 00 一 0. 0756X w —9. 55 
F? a = 64r? 150 J-a 1771X100 -d-u rhs 
F, 100] | 一 0.5 yaxi] 一 32.71 


将 求 得 的 惯性 力 幅 值 和 简 谐 荷载 幅 值 直接 作用 于 刚 架 ， 如 图 12. 41(e) 所 示 。 
由 于 此 刚 架 横梁 刚度 为 无 穷 大 ， 每 层 只 有 两 根 柱 上 且 其 截面 及 柱 高 相等 ， 故 每 根 柱 项 的 


DEH: 
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EN 
SONFIANE 
Bd 





M =V 


式 中 ，V 为 该 层 的 总 剪 力 ， 等 于 该 层 以 上 水 平 外 力 (包括 惯性 力 ) 的 代数 和 ; h 为 该 层 
柱 高 。 



































于 是 各 层 柱 端 弯 矩 为 : 

顶层 : M = 32 TSS 40. 8875kN +m 

中 层 ; M, (32. 二 一 一 一 一 24.4kN 。m 
底层 ; M. — dei o oot 36. 3kN © m 





RARA E WEKA 12. 41(e) 所 示 ， 对 于 横梁 的 杆 端 弯 矩 可 申 刚 结 点 力矩 平衡 推 得 。 
r KA 
S < ' N 
|12. 加 计算 频率 的 近似 法 


册 以 上 各 节 讨论 可 知 ， 随 着 结构 自由 度 的 墙 训 ， 计 算 自 振 频 率 的 工作 量 也 随 之 加 大 。 
但 是 ， 在 许多 工程 实际 问题 中 ， 较 为 重要 的 通常 只 是 结构 前 几 个 较 低 的 自 振 频 率 。 这 是 因 
为 频率 越 高 ， 则 振动 速度 越 大 ， 因 而 介质 的 阻尼 影响 也 就 越 大 ， 相 应 于 高 频率 的 振动 形式 
也 就 全 不 易 出 现 。 基 于 这 种 原因 淹 近 得 法 计算 结构 的 较 保 频率 以 条 化 计算 就 非常 必要 
了 。 下 面 介绍 两 种 常用 的 方法 v A< 


SA 


L 能量 法 x ` A 


结构 在 振动 中 > 具有 两 种 形式 的 能 量 ,= 种 是 自 于 具有 质量 和 速度 而 构成 的 动能 ， 男 
一 种 则 是 由 于 结构 变形 而 存储 的 应 变 能 。 根据 能 量 守恒 定律 ， 结构 在 无 阻尼 自由 振动 中 的 
任何 时 刻 ， 其 动能 和 应 变 能 之 和 应 当 保持 不 变 。 
以 梁 的 自由 振动 为 例 ， 假 设 其 位 移 可 表示 为 : 
3Cz，1) 一 y(z)sin(wt 十 P) 
式 中 , w 是 自 振 频 率 。 对 上 微分 ， 可 得 出 速度 计算 式 
v=y (x, t) =y(Cr)ocos(ot to) 








梁 的 弯曲 应 变 能 为 : 
= 4f we = Y Erta, az 
= sin (a +of ELLY (a) dz 
其 最 大 值 为 
V... = +f EIC de 
梁 的 动能 为 : 








š £ 
rf mv dr = Lacos? (wt t pf my’ (x)dr 
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其 最 大 值 为 : 





Tas = Te yde 


式 中 ，m(z) 为 结构 上 的 分 布 质量 。 

当 sin(wl 十 p) 一 0 时， 位移 和 应 变 能 为 零 ， 速 度 和 动能 为 最 大 值 ， 而 体系 的 总 能 量 即 
为 Ts 

当 cos(ot 二 gp) 一 0 时 ， 速度 和 动能 为 零 ， 位 移 和 应 变 能 为 最 大 值 ， 而 体系 的 总 能 量 即 
为 Venax。 

根据 能 量 守恒 定律 ,可知 





T= Vs 
由 此 求 得 频率 如 下 : A 
, KA 
Í ET[Y(z)]?dz < AN à 
d =e AS 2-80) 
|. my’ N a 
如 果 梁 上 还 有 集中 质量 m (二 1，2，…、 MERN 应 改 为 : 
aR aidz 
< (12-81) 


o = -RN a 
I ` 
\ 3T ny” Hart X ng 4 


sta2-SD8EUURHJUOR A RRNA \ 式 。 利 用 此 公式 求 自 振 频 率 时 必须 知道 振 型 
曲线 y(z)， 但 y(z) 事 先 往 往 未 知 ， 故 只 :能 候 设 一 个 y() 来 进行 计算 。 若 假设 的 曲线 恰好 
与 第 一 振 型 吻合 ， 则 可 求 得 第 一 频率 的 精确 值 六 车 假设 的 曲线 恰好 与 第 二 振 型 吻合 ， 则 可 
求 得 第 二 频率 的 精确 值 …… 但 假设 的 曲线 往往 是 近似 的 ， 故 求 得 的 频率 亦 为 近似 值 。 由 于 
假设 高 频率 的 振 型 蒋 为 困难 ， 常 使 误差 很 大 ， 故 这 种 方法 只 适宜 计算 第 一 频率 。 在 假设 则 
线 y(z) 时 ， 至 少 应 满足 边界 条 件 。 为 了 提高 精度 ， 通 常 可 采用 某 一 静 荷 载 9Cz)( 例 如 结构 
的 自重 ) 作 用 下 的 弹性 曲线 作为 >(z) 的 近似 表达 式 ， 然 后 由 式 (12 - 81) 即 可 求 得 第 一 频率 
的 近似 值 。 此 时 ， 应 变 能 可 用 相应 荷载 (x) 所 做 的 功 来 代替 ， 即 


1 
V, 一 Hf wycodz 








而 式 (12- 81) 可 改写 为 ， 
faw ZX)dr 

w = a a (12 - 82) 

| my’ (x)dxr + X my? 
如 果 取 结 构 自 重 作用 下 的 变形 曲线 作为 y(z) 的 近似 表达 式 (注意 ， 如 果 考 虑 水 平 振 

动 ， 则 重力 应 沿 水 平方 向 作用 )， 则 式 (12 - 81) 可 改写 为 : 
j q(z)y(z)d+r + Si gy, 

a - ia (12-83) 

IË my’ (x)dr + Ymy 
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-一 
【 例 12 - 16】〗】 试用 能 量 法 求 图 12. 42 所 示 两 端 固定 等 截面 


o 梁 的 自 振 第 _ 频 率 (万 为 单位 长 度 质量 )。 
解 : 取 梁 的 自重 作用 下 的 挠 曲线 作为 yC). BUR 


— qË (2 m zt 
5 一 2 天 十 去) 


T 
s) LG 4 














12. 42 
代入 式 (12-82), 得 
Ë (£ —ə2 | zty, 
本 J Wyn d galr ti) e 
1 站 n 1 m = r \ 2 E a 
S 2 qi = Las m 
| my’ (x)dr + Zimy; m 可 [Z (5 2 )] dz 
_ 22.45 [EI TA 


WR m , <K> 


精确 解 为 w =Z E, 可 见 能 量 法 的 精度 是 很 好 准 


[ 例 12-17] EER SRTR Ba, 
解 : (1) 假设 y(z) 为 抛物 线 ， 即 I X R 
ye) 





N SN i 
` y = ss xA, 
代入 式 (12-80)， 得 VA yA i 
X aS a 
AN E[S Pde x% kia El 120 
m U 








le: q= ade 


w =S 
AG | my’ (x)dx m ` R 
— 10.95 /EI 


a = — = 
P m 


(2) 假设 >(z) 为 均 布 荷载 4 作用 下 的 挠 曲线 ， 即 
=s r2 Ha) 











IDEI 
代入 式 (12-82)， 得 
t 25 
š 4 
š fasod 120ET 
S. r= {4 31 o 
Í my’ (x)dx m [ser ) 8301 
_9.87 [EI 
@ == 
Ë m 


(3) 假设 y(z) 为 正弦 曲线 ， 即 


y(X)=asin T 
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代入 式 (12-80), 得 


| EI Fae E Ef ( saq) az 














2 EI xt 
P Pes m l 
Í my’ (x)dx ma’ af (sin zzy. dr 
—9.8696 /EI 
E Am 


正弦 曲线 是 第 一 主 振 型 的 精确 解 ， 因 此 由 它 求 得 的 w 即 为 第 一 频率 的 精确 解 。 根 据 均 
布 荷载 作用 下 的 挠 度 曲线 求 得 的 o 具有 很 高 的 精度 。 


2. 质量 集中 法 


将 体系 的 分 布 质量 集中 于 若干 点 上 ， 根 据 静 力 等 效 的 原则 ,使 集中 后 的 质点 重力 与 原 
来 的 分 布 质 量 的 重力 互 为 静 力 等 效 (合力 相等 ); 最 终 把 无 限 自由 度 体 系 的 振动 问题 简化 为 
有 限 自由 度 体系 的 振动 问题 。 显 然 ， 集 中 质量 的 数目 愈 多 , 护 得 结果 就 愈 精确 ， 但 相应 计 
算 工作 量 也 愈 大 。 这 种 方法 可 用 于 求 梁 、 拱 、 刚 架 、 祖 架 等 各 类 结构 。 

【 例 12 - 18】 试 求 具有 均 布 质量 万 的 简 支 梁 的 月 振 频率 。 

解 : 在 图 12. 43(a) 、(b) 、(c) 中 ， 分 别 将 梁 分 为 二 等 段 、 三 等 段 、 四 等 段 ， 每 段 质量 
集中 在 该 段 的 两 端 ， 这 时 体系 分 别 简化 为 具有 一 、 二 、 三 个 自由 度 的 体系 。 根 据 这 三 个 计 
算 简 图 ， 可 分 别 求 出 第 一 频率 、 前 两 个 频率 、 前 三 个 频率 。 


CAN 



































N 1 
1 1 ia IA. i I 1 F> 1 1 1 1 
gml Iml Am gmi gmi ami ra gml ml gml ml gml 
ee Di +2—e—e—e— 
er Kb) N © 


R12: aO E, ，w 的 精确 解 为 w 25 E, — 82, EME 
误差 为 0.7%， 


图 12.43(b); o 2.86 EI „=38-2 [EI 


m T Ë 3 
此 时 ,ww 与 精确 解 的 误差 为 0.1%; 精确 解 为 o 
为 3.24%。 
图 12.43(c): on 2865 fE, äi 32 E, a ss E 
此 时 ,wn 与 精确 解 的 误差 为 0.05%; ow 与 精确 解 的 误差 为 0.7%; ws 的 精确 解 为 w= 
88 83 JEL, ， 其 近似 解 的 误差 为 4 81⁄. 


Ë 
由 此 可 见 ， 集 中 质量 法 能 给 出 良好 的 近似 结果 ,， 故 在 工程 中 常 被 采用 。 但 在 选择 集中 
质量 的 位 置 时 ， 必 须 注意 结构 的 振动 形式 ， 而 将 质量 集中 在 振幅 较 大 的 地 方 ， 才 能 使 所 得 
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= 吕 下 /于 ,其 近似 解 误差 


m 

















AN 

结构 力学 实用 教程 = 
*— 

的 频率 值 较 为 正确 。 例 如 在 计算 简 支 梁 的 最 低频 率 时 ， 由 于 其 相应 的 振动 形式 是 对 称 的 ， 
且 跨 中 振幅 最 大 ， 故 应 将 质量 集中 在 跨 中 ; 又 如 对 于 图 12. 44(a) 所 示 的 刚 架 ， 当 它 作 对 称 
振动 时 ， 各 结 点 无 线 位 移 ， 这 时 应 将 质量 集中 于 杆 件 的 中 点 ， 如 图 12. 44(b) 所 示 ; 而 在 
反对 称 振动 时 ， 应 将 质量 集中 在 结 点 上 ， 如 图 12. 44(c) 所 示 。 


全 























(a) 


图 12.44 SC US 


Ama O 


本 章 :讨论 了 结构 在 动 荷 载 作用 下 的 反 永 。 其 主要 内 容 如 下 。 
1) 动力 计算 的 特点 、 动 荷载 的 分 类 及 结构 的 振动 自由 度 
体系 的 振动 自由 度数 目 与 质量 有 关 ， 又 不 完全 取决 于 质量 数目 ， 因 此 要 根据 具体 问题 
“ 按 振动 自由 度 的 定义 ”来 确定 5 
2) 单 自由 度 体系 的 自由 振动 
建立 建立 体系 振动 广 的 方法 最 常用 的 是 动 吕 法 、 -这 种 方法 是 将 惯性 力 加 于 质点 上 作为 平 
衔 问题 来 建立 运动 方程。 在 给 定 条 件 下 能 熟练 计算 自 振 频率 和 自 振 周期 。 


Jk E-a JE 
š: m 而 W A, ° +T 


测 阻尼 比 最 常用 的 方法 是 利用 结构 产生 的 初 位 移 来 获得 自由 振动 记录 ， 从 而 利用 E~ 
Bln = -实测 阻尼 比 。 由 于 阻尼 比 一 般 很 小 ， 它 对 频率 、 周 期 的 影响 一 般 可 忽略 。 


2rn 
3) MARERE 迫 振动 
在 简 谐 荷载 作用 下 ， 平 稳 阶段 体系 也 是 按 荷 载 频率 振动 的 简 谐 振动 ， 当 荷载 频率 和 体 
系 的 自 振 频 率 较 接 近 时 ， 就 会 产生 共振 。 在 工程 上 应 避免 共振 现象 产生 


无 阻尼 情况 简 谐 荷载 作用 下 的 动力 系数 的 计算 公式 是 L 当 动 荷载 作用 在 单 
































自由 度 体系 的 质点 上 时 ， 各 截面 的 最 大 动 内 力 和 最 大 动 位 移 可 采用 统一 的 动力 系数 。 
4) 两 个 自由 度 体系 的 自由 振动 
两 个 自由 度 体系 有 两 个 自 振 频 率 ， 相 应 地 有 两 个 主 振 型 ， 会 验证 主 振 型 的 正 交 
D 两 个 自由 度 体系 的 受 迫 振动 
两 个 自由 度 体系 在 简 谐 荷载 作用 下 的 振幅 及 动 内 力 幅 值 的 计算 。 
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对 两 个 自由 度 体系 ,各 质点 的 振幅 、 动 内 力 幅 值 没有 一 个 统一 的 动力 系数 。 

6) 多 自由 度 体系 的 自由 振动 

多 自由 度 体系 的 自 振 频 率 的 个 数 等 于 振动 自由 度数 目 ， 全 部 频率 由 小 到 大 排列 。 

不 管 振动 方程 用 哪 种 方法 建立 ， 多 自由 度 体系 的 自由 振动 最 终归 结 为 求解 频率 方程 和 
振 型 方程 ， 从 数学 的 角度 看 属于 矩阵 特征 值 问题 。 

7) 振 型 分 解法 
振 型 分 解法 将 多 自由 度 体系 的 振动 问题 转化 为 单 自由 度 体系 的 振动 计算 问题 。 从 处 理 
方法 上 看 ， 它 使 复杂 的 问题 分 解 为 简单 的 问题 ; 从 力学 现象 上 看 ， 它 使 我 们 看 出 复杂 运动 
与 主 振 型 之 间 关 系 的 规律 。 

8) 能 量 法 

能 量 法 是 计算 体系 第 一 频率 的 一 种 实用 近似 方法 ， 人 
线 。 在 假设 位 移 曲 线 时 应 满足 边界 条 件 。 



































rit 




















(< 


动 荷载 (dynamic load); Bf (static load); 简 谐 荷 载 (harmonic load); 周期 荷载 
(periodic load); 突 加 荷载 (Suddenly applied constant load); 随机 荷载 (random load); Á 
HJE (degree - of - freedom) ; 集中 质量 法 (method of lumped mess); 单 自由 度 体系 (single 
degree — of - freedom system); T XEYR (generalized coordinate); 自由 振动 (free vibra- 
tion); 达 朗 贝尔 原理 (D? Alembert’ s principle); 刚度 法 (Stiffness method); 柔 度 法 (flex- 
ibility method); 自 振 周 期 Cnatural period); 频率 (frequency); 圆 频率 (circular frequen- 
cy); 振幅 (Amplitude of vibration) ; 初始 相位 角 (Cinitial phase angle); 强迫 振动 (forced 
vibration); 动力 系数 (magnification factor); 共振 (resonance); 第 一 振 型 (first mode 
shape); 阻尼 Cdaniping) ; 阻尼 比 (damping ratio); 特征 方程 (characteristic equation); 主 
振 型 的 正 交 性 (orthogonality of normal modes); 质量 矩阵 (mass matrix); 刚度 矩阵 Cstiff- 


ness matrix), 
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一 、 思 考题 

1. 动 荷 载 和 静 荷 载 的 主要 区 别 是 什么 ? 

2. 结构 动力 计算 和 静 力 计算 的 主要 区 别 是 什么 ? 

3. 结构 动力 计算 中 的 自由 度 概念 与 体系 几何 组 成 分 析 中 的 自由 度 概念 有 何 区 别 ? 
4. 柔 度 法 和 刚度 法 所 建立 的 自由 振动 微分 方程 是 相通 的 吗 ? 试 举例 说 明 。 

5. 柔 度 矩 阵 和 刚度 矩阵 存在 什么 关系 ? 

6. 为 什么 说 结构 的 自 振 周期 和 自 振 频率 是 结构 固有 的 性 质 ? 

7. 低 阻 尼 对 自 振 频 率 和 振幅 有 何 影 响 ? 

8. 什么 是 动力 系数 ? 
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9. 什么 是 主 振 型 ? 什么 是 主 振 型 的 正 交 性 ? 
10. 两 个 自由 度 结构 发 生 共振 的 可 能 性 有 几 个 ? 为 什么 ? 
11. 求 自 振 频 率 和 主 振 型 时 能 否 利用 对 称 性 ”怎样 利用 对 称 性 简化 计算 ? 









































12. 振 型 分 解法 中 用 到 了 秋 加 原理 ， 在 结构 动力 计算 中 ,什么 情况 下 能 用 这 个 方法 ? 
什么 情况 下 不 能 用 ? 

13. 应 用 能 量 法 时 ， 所 设 的 位 移 函 数 应 满足 什么 条 件 ? 

二 、 填空 题 

1. 图 12.45 所 示 体 系 振动 自由 度 的 数目 分 别 是 ，(a) OD = 
(c) . (d) s (e) » (D: . (g) . (h) 








© o 1L—e— 





(a) (b) AN- (o) 


£ FENG 





o “> (© Wi o 
(g) (h) 





A 12. 45 

2. 无 阻尼 单 自由 度 振动 体系 的 自 振 频 率 与 体系 的 约束 有 关 ， 体 系 的 约束 越 刚 强 ， 则 

3. 单 自由 度 体系 的 有 阻尼 自由 振动 ， 阻 尼 对 的 影响 很 大 ， 对 的 影响 
极 小 。 

4 多 自由 度 振动 体系 的 刚度 矩阵 [K] 和 和 柔 度 矩 阵 [8] 的 关系 是 . 

5 已 知 两 个 自由 度 体系 的 质量 算 阵 为 [MO 一 | 。 |， 振 型 为 (Am 一 | ?AI2 = 

0 2m 2 

1 AS) 
hol 则 A = 

=. 判断 题 




















1. 凡是 大 小 、 方 向 、 作 用 点 位 置 随时 间 变 化 的 荷载 ， 在 结构 动力 计算 中 都 必须 看 作 
动力 荷载 。(  ) 
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. 仅 在 恢复 力作 用 下 的 振动 称 为 自由 振动 。 (  ) 

。 当 结构 中 某 杆 件 的 刚度 增加 时 ， 结 构 的 自 振 频率 不 一 定 增 大 。(  ) 
结构 的 振动 自由 度 个 数 与 结构 是 静 定 还 是 超 静 定 有 关 。(  ) 

图 12. 46(a) 体 系 的 自 振 频 率 比 图 12.46(b) 的 小 。( ) 

















newy 





12. 46 


6. 由 于 阻尼 的 存在 ， 任 何 振动 都 不 会 长 期 继续 下 去 。 9 A 
7. 单 自由 度 体系 ， 在 考虑 阻尼 时 ， 频 率 会 变 小 。( x: >” 
8. 为 了 避免 共振 ， 要 错开 动 荷载 频率 和 结 TECLEA 忆 般 通过 改变 动 荷载 的 频率 
KKM CO) , XJ} 
9. 6 a ninas e Ë 
数 ， 求 得 的 第 一 频率 的 精度 很 高 。 ) x 
10. 图 12. 47 EPAR, 1 A (t e 25 80928 J1 
系数 相同 。( O SNe 图 12.47 
四 、 选 择 是 DA S 
1. 单 自由 度 结构 自由 振动 的 振幅 取决 于 Jo% 
A. 初 位 移 X > B. 初速 度 : 
C. 初 位 移 、 ETE 5 质量 DA 初 位 移 、 初速 度 和 结构 的 自 振 频 率 
2. 车 要 减 小 受 弯 结 吉 构 的 自 振 频 率 ， 则 应 使 Ja 
A. EB 增 太 ,，m 增 大 (B. EI 减少 ，m 减少 
C. EI 减少 ， m 增 大 D. EI 8 K. m 减少 
3. 单 自由 度 结构 其 他 参数 不 变 ， 只 有 刚度 增 大 到 原来 的 两 倍 ， 则 周期 比 原来 的 周期 
C Je 


Fsingt 





A. 减少 到 1⁄2 B. 减少 到 1/V2 
C. 增 大 到 2 倍 D. 增 大 到 V2 
结构 的 跨度 、 约 束 、 质 点 位 置 不 变 ， 下列 哪 种 情况 自 振 频 率 最 小 ( is 
A 质量 小 ， 刚 度 小 B. 质量 大 、 刚 度 大 
C. 质量 小 、 刚 度 大 D. 质量 大 、 刚 度 小 
5. 图 12. 48 所 示 结 构 中 ， 不 计 杆 件 分 布 质量 ， 当 El, 增加 ， 则 结构 自 振 频率 ( A 
A. 不 变 B. 增 大 
C. 减少 D. 增 大 或 是 减少 取决 于 El, 和 ET 的 比值 


6. 将 图 12. 49(a) 中 支 座 B 换 成 图 12.49(b) 的 BC 杆 ,不计 杆 件 分 布 质量 ，El,、ET'、 
h HKR WE 12. 49(a) 结 构 自 振 周 期 比 图 12. 49(b) 结 构 自 振 周期 ( Jis 
A. < B. 小 
C. 小 或 相等 ， 取 决 于 阻尼 比 D. 大 或 小 取决 于 ET MEN 的 比值 
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z h 


pa ° Eh E 7 Eh pa (a) (b) C 


12.48 12.49 





7. 在 单 自由 度 体系 受 迫 振动 的 动 位 移 计 算 公 式 YO Jm Sya yE  )。 
A. 质量 的 重力 所 引起 的 静 位 移 
B 
Ü 





. 动 荷载 的 幅 值 所 引起 的 静 位 移 
`. 动 荷载 引起 的 动 位 移 
D. 质量 的 重力 和 动 荷载 幅 值 所 引起 的 静 位 移 a 
. 当 荷 载 频率 0 接近 结构 的 自 振 频率 w 时 , C A 

A. 可 作为 静 荷载 处 理 B. 荷载 影响 非常 小 

C. 会 引起 共振 C i 
五 、 计 算 题 

12E1 


1. 求 图 12. SO BERII K R 的 刚度 系数 三 HEI ° 





[= 





r n m AN m n 
y NS @) N (b) 
` 图 12. 50 
2. 如 图 12. 51 所 示 ， 排 架 横梁 刚度 可 视 为 无 穷 大 ， 不 计 其 变形 ， 并 将 排 架 质量 集中 
在 横梁 上 ， 试 确定 其 自 振 频 率 。 
3. 求 图 12. 52 所 示 体 系 的 自 振 频率 。 不 计 杆 件 的 自重 和 阻尼 影响 。 





1/2 2 


图 12.51 图 12.52 
4. 求 图 12. 53 所 示 体 系 的 自 振 频 率 。 五 二 ==， 不 计 杆 件 的 自重 和 阻尼 影响 。 
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5. 已 知 : yo 二 0. lcm, W=20kN, E=2X10'MPa, I=10X10'cm', RE 12. 54 所 示 
柱 项 端的 位 移 振幅 、 最 大 速度 和 最 大 加 速度 。 








12.53 H 12. 54 


6. 如 图 12. 55 所 示 单 跨 排 架 ， 横 梁 EA 一 =， 尾 盖 系统 及 桂 于 的 部 分 质量 集中 在 模 梁 
处 。 在 柱 项 水 平 集中 力 F=120kN 作用 下 ， 排 架 柱 顶 产生 便 移 y, =0. 6em。 这 时 突然 释 
放 ， 排 架 作 自由 振动 ， 并 测 得 周期 Ti 一 2. 0s， 以 及 振动 一 周 后 柱 项 的 侧 和 yı=0. 5cm, HÈ 
求 排 架 的 阻尼 系数 和 振动 5 周 后 柱 项 的 振幅 yso. CA 

7. 图 12. 56 所 示 悬 臂 梁 具有 一 自重 为 mg 二 12kN 的 集中 质量 ， 其 上 受 有 振动 荷载 ， 
其 中 F=5kN。 若 不 考虑 阻尼 ， 试 分 别 计算 该 梁 在 振动 荷载 为 每 分 钟 振动 300 次 和 600 次 
P SA s s So 得 知 /= 2m, E=210GPa, 1 二 3.4X10“m'。 梁 
的 自重 不 计 。 x 


























A 12.55 A 12.56 


8. 求 图 12. 57 所 示 体 系 的 自 振 频 率 。 
9. 图 12. 58 所 示 结 构 在 柱 项 有 电动 机 ， 试 求 电动 机 转动 时 的 最 大 水 平 位 移 和 柱 端 弯 
和 矩 的 幅 值 。 已 知 电动 机 和 结构 的 重力 集中 于 柱 项 , W 二 20kN， 电 动机 水 平 离 心力 的 幅 值 





下 一 2. 5kN， 电 动机 的 转速 n= 二 550r/min， 柱 的 线 刚度 i= 区-5. 88X10N。cm。 
2m m 0 x” 
ES k P 
f 
i2 12 | 14 
A 12.57 A 12.58 


10. 求 图 12.59 所 示 梁 的 自 振 频 率 和 主 振 型 。 梁 的 自重 不 计 ，E1 王 常数。 
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11. 求 图 12. 60 所 示 刚 架 的 自 振 频 率 和 主 振 型 ， 并 验证 主 振 型 的 正 交 性 。 已 知 : 弹性 
模 量 E=2X10 MPa， 惯 性 矩 1 二 1. 8X10!cm! ， 集 中 质量 二 1. 5t， 梁 、 柱 自重 不 计 。 

12. SRE 12. 61 所 示 刚 架 的 自 振 频 率 和 主 振 型 。 








m 


m à EFWE 








13. 图 12. E TT IF 三 2kN，0=1. 5w 。 计 算 质点 1、 
2 的 位 移 幅 值 ， 并 求 出 质点 士 截面 处 的 弯 矩 幅 值 坟 

14. 图 12. 63 所 下 两 层 刚 架 的 第 二 层 楼 面 处 沿 水 平方 向 作用 一 简 谐 荷载 ， 其 幅 值 F= 
5kN， 机 器 转速 w 150rmin。 试 求 第 一 :第 二 层 楼 面 处 的 振幅 值 和 柱 端 截面 A 的 弯 矩 


幅 值 。 
| 12 12 


图 12. 62 图 12.63 


ing m 
nwe 





15. 用 振 型 分 解法 重 做 14 题 。 





元 16. 试用 能 量 法 求 图 12. 64 所 示 等 截面 梁 的 自 振 第 一 频率 。 
r 设 以 梁 在 自重 下 的 弹性 曲线 为 其 振动 形式 (元 为 单位 长 度 质量 ) 。 
17. 试用 能 量 法 求 图 12. 65 所 示 等 截面 梁 的 自 振 第 一 频率 

图 12. 64 (17 为 单位 长 度 质 量 )。 
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质量 集中 法 求 图 12. 66 所 示 刚 架 的 最 低频 率 。 
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> 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
RA 轴 向 拉 压 杆 结构 的 极限 荷载 入、 
杆 的 极限 内 力 、 了 解 ganana SS 
结构 的 极限 荷载 掌握 极限 过 短 和 塑性 较 
PETENTE 
N 
: KAEN? 
OFEREA) [AN 
NSS- 
—— -一 -一 
技能 要 点 | 掌握 程度 | .应 用 方向 
HT 一 区 J 





HIR Y AB fo W k k 


在 强 震 下 建筑 不 倒塌 的 秘密 


建筑 物 当 遭遇 到 超过 抗震 设防 烈度 的 大 地 震 作 用 时 ， 将 发 生 严 重 破坏 ， 有 的 甚至 会 倒塌 。 抗 震 设防 
目标 中 的 “小 震 不 坏 、 中 震 可 修 、 大 震 不 倒 "， 就 是 要 保证 在 大 震 时 一 些 建 筑 物 虽 然 已 达到 不 可 修复 的 破 
坏 ， 但 是 不 要 倒塌 ， 以 保证 建筑 物 内 的 人 们 能 有 足够 的 生存 空间 逃离 或 等 待 救援 。 图 13. 1 所 示 为 某 建筑 
在 大 地 震 作用 下 破坏 的 残 通 ， 显 然 ， 建 筑 物 里 面 的 人 员 已 几乎 没有 生还 的 可 能 了 。 图 13.2 所 示 某 建筑 虽 
然 在 大 地 震 作用 下 发 生 了 严重 的 破坏 ， 但 整体 结构 依然 意 立 ， 里 面 的 人 员 没有 像 图 13.1 所 示 建 筑 那 样 完 
全 被 掩埋 在 瓦砾 之 中 。 

那么 ， 怎 样 使 建筑 能 抵御 大 地 震 的 作用 而 不 倒塌 呢 ? 抗震 专家 有 许多 措施 ， 其 中 之 一 就 是 发 挥 材料 
的 塑性 承载 极限 ， 即 在 大 震 时 ， 结 构 ( 钢 结构 或 钢筋 混凝土 结构 ) 受 力 较 大 截面 的 应 力 超过 了 弹性 极限 ， 
该 处 将 进入 弹 塑 性 阶段 ， 而 此 时 截面 并 没有 断裂 ， 仍 然 可 以 继续 承受 荷载 。 当 地 震 作 用 继续 增加 ， 使 得 
结构 多 处 截面 进入 完全 塑性 状态 ,结构 变 成 了 几何 可 变 体 时 ,相应 的 外 荷载 也 达到 了 结构 的 塑性 极限 值 ， 
这 时 结构 就 会 倒塌 。 一 般 的 地 震 作 用 持续 时 间 都 比较 短 ， 往 往 是 在 结构 还 未 成 为 几何 可 变 体 时 ， 地 震 就 
已 结束 了 。 所 以 ， 结 构 有 较 多 的 塑性 极限 储备 ， 这 就 是 保证 建筑 “大 震 不 倒 ” 的 一 道 秘密 防线 。 

本 章 将 从 单个 杆 件 的 塑性 极限 内 力 开始 ， 研 究 一 些 简单 结构 的 塑性 极限 荷载 的 计算 。 
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图 13.1 





| 13.1 概 = 


工程 中 ， 对 于 钢材 等 弹 塑 性 材料 ， 按 照 前 面 所 述 的 弹性 分 析 方法 ， 计 算出 杆 件 所 能 承 
受 的 最 大 内 力 为 弹性 极限 内 力 ， 相 应 结构 的 极限 荷载 为 弹性 极限 荷载 。 结 构 在 弹性 极限 荷 
载 作用 下 ， 对 于 具有 弹 塑 性 性 质 的 材料 ,* 此 时 结构 并 非 立 即 产生 破坏 ， 而 是 即将 进入 弹 塑 
性 受 力 状 态 ， 继 续 加 载 后 ， 结 构 的 受 力 状态 将 变 得 很 复杂 。 从 工程 需要 出 发 ， 在 对 材料 的 
弹 塑 性 性 质 做 出 科学 的 理想 化 假设 后 … 方 能 确定 结构 的 最 终极 限 荷载 ， 与 此 对 应 的 结构 体 
系 将 由 几何 不 变 体系 转化 为 几何 可 变 体系 。 

在 对 结构 进行 塑性 分 析 时 ; 兴工 程 需 要 出 发 , 为 使 计算 简化 ， 一 般 对 弹 塑性 材料 如 常 
见 的 低 碳 钢 原 有 的 应 力 应 变 关系 (图 13. 3) 进 行 简化 。 将 图 中 屈服 阶段 理想 化 为 向 右 无 限 延 
长 的 水 平 线 ， 得 到 如 图 13.4 所 示 的 应 力 应 变 关系 图 ， 亦 称 为 理想 弹 塑性 材料 的 应 力 应 变 
关系 : 在 应 力 到 达 A 点 之 前 应 力 应 变 为 线 弹 性 关系 ， 当 应 力 达 到 A 点 时 材料 即 进入 塑性 
状态 ， 对 应 的 杆 件 的 内 力 称 为 弹性 极限 内 力 。 此 时 ， 应 力 不 再 增加 ， 而 应 变 会 持续 增加 。 
HEE CEER. HRERS OA 平行 ， 即 为 弹性 状态 。 钢 筋 混凝土 杆 件 可 按理 想 弹 塑性 
材料 进行 分 析 。 

















oh 





图 13.3 13.4 





对 于 受 轴 向 拉 压 变形 的 杆 件 ， 由 于 杆 件 各 截面 上 的 应 力 均匀 分 布 ， 随 着 荷载 的 增加 ， 
点 上 的 应 力 将 会 同时 到 达 届 服 极限 值 .。 根 据 图 13. 4， 此 时 杆 件 将 会 发 生 无 限 的 伸 长 或 
缩短， 成 为 几何 可 变 体 。 因 此 轴 向 拉 压 杆 件 的 弹性 极限 轴 力 与 塑性 极限 轴 力 相同 。 
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对 于 受 扭转 变形 的 杆 件 ， 首 先是 在 最 大 扭矩 所 在 截面 周边 处 的 剪 应 力 达到 届 服 剪 应 
力 ， 进 入 塑性 状态 ， 此 时 截面 的 扭矩 称 为 弹性 极限 扭矩 。 随 着 荷载 的 增加 ， 届 服 剪 应 力 
截面 中 心 发 展 ， 直 到 整个 截面 各 点 的 剪 应力 完 全 达到 屈服 状态 ， 此 时 截面 的 扭矩 称 为 塑性 
极限 扭矩 。 
同 理 ， 对 于 受 弯 曲 变 形 的 杆 件 ， 首 先是 在 最 大 弯 矩 所 在 截面 边缘 处 的 正 应 力 达 到 
服 ， 进 入 塑性 状态 ， 此 时 截面 的 弯 矩 称 为 弹性 极限 弯 矩 。 随 着 荷载 的 增加 ， 届 服 正 应 力 向 
截面 中 央 发 展 ， 直 到 整个 截面 各 点 的 正 应 力 完全 达到 屈服 状态 ， 此 时 截面 的 弯 矩 称 为 塑性 
RRE. 
ka qes be 为 塑性 极限 内 力 ， 在 结构 中 ， 当 某 一 局 部 的 应 
力 达 到 极限 值 时 ， 结 构 的 很 多 部 分 并 没有 破坏 ， 特 别 是 超 静 定 结构 ， 此 时 若 再 增加 荷载 ， 
结构 还 可 在 局 部 完全 进入 塑性 状态 而 大 部 分 仍 在 弹性 状态 下 继续 工作 ， 直 至 荷载 继续 增 大 
到 出 现 一 个 或 多 个 完全 塑性 区 域 ， 以 至 于 结构 成 为 几何 可 变 体系 而 退出 工作 。 结 构成 为 几 
何 可 变 体系 时 对 应 的 荷载 称 为 塑性 极限 荷载 ， 也 就 是 结构 的 极限 荷载 。 

由 于 塑性 极限 荷载 是 在 结构 某 截 面 上 各 点 应 力 完全 达到 届 服 应 力 c 而 得 出 的 ， 因 为 整 

个 截面 发 生 了 塑性 变形 ， 所 以 结构 也 会 发 生 了 较 大 的 位 移 。 因 此 ， 对 于 在 位 移 方面 有 较 严 
格 要 求 的 结构 ， 是 不 适宜 用 塑性 极限 荷载 的 方法 进行 设计 的 。 
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轴 向 拉 压 杆 件 的 弹性 极限 回力 5 塑性 极限 轴 力 相同 ， RD. 对 于 静 定 拉 压 杆 结构 ， 只 

一 个 杆 件 达到 极限 轴 力 -结构 就 会 :成 为 几何 可 变 体 ， 因此 静 定 拉 压 杆 结构 也 就 只 有 一 种 
ty 

但 是 ， 对 于 如 图 13. 5 Eia aE TUTE PEHEN, 若 3 个 杆 件 的 材料 、 截 面相 同 ， 经 
解 超 静 定 计算 后 ”可知 2 杆 s: 3 杆 的 轴 力 ， 会 率先 进入 届 服 状态 ， 其 内 力 达 
到 塑性 极限 轴 力 Nzx 一 c.A.。 而 此 时 ，1、3 杆 仍 在 弹性 状态 下 ， 结 构 可 在 2 杆 承受 不 变 的 
塑性 极限 轴 力 a 当 荷 载 继续 增 大 ， 经 静 定 分 析 后 ， 显 然 1 杆 也 
进入 塑性 状态 ， 如 图 13. 6 所 示 ， 结 构成 为 几何 可 变 体系 ， 此 时 的 F, 称 为 结构 的 塑性 极限 
荷载 。 








图 13.5 图 13.6 








总 结 图 13. 5 所 示 的 超 静 定 拉 压 杆 结构 的 塑性 极限 荷载 计算 过 程 首先 是 判断 出 结构 
为 1 次 超 静 定 ,再 判断 出 结构 中 3 个 杆 件 中 2 杆 的 内 力 最 大 ， 最 先 达 到 塑性 极限 轴 力 。 然 
后 通过 静 力 平衡 关系 计算 出 剩余 静 定 结构 中 的 1 杆 与 3 杆 的 最 大 内 力 是 发 生 在 1 杆 上 ， 当 
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1 杆 也 达到 塑性 极限 轴 力 时 ， 结 构 即 成 为 几何 可 变 体系 。 此 时 的 外 力 即 为 该 结构 的 塑性 极 
限 荷载 。 对 于 由 截面 、 材 料 不 同 的 杆 件 组 成 的 结构 ， 或 是 结构 形式 复杂 ， 不 能 明显 判断 最 
大 内 力 发 生 在 哪个 杆 件 时 ， 为 了 避免 求解 超 静 定 结构 ， 可 以 采用 对 杆 件 轮流 试 算 的 方法 ， 
即 轮流 设 定 任意 两 杆 屈服 ， 然 后 利用 平衡 条 件 求 得 对 应 的 FF, 值 ， 比 较 相 应 的 下, 值 ， 最 小 
者 即 为 塑性 极限 荷载 。 

【 例 13-1】 图 13.7(a) 所 示 抗 弯 刚 度 无 穷 大 的 
W. 承受 集中 荷载 下 作用 ， 两 吊 杆 的 长 度 和 EA 均 相 
同 ， 杆 的 届 服 应 力 a. 二 240MPa。 试 求 该 荷载 形式 的 
极限 荷载 值 Fao 

解 : 该 结构 为 1 次 超 静 定 ， 可 直观 地 判定 出 2 FF 
将 首先 达到 届 服 。 继 续 增 加 荷载 直到 1 杆 也 达到 届 x 
服 ， 则 结构 成 为 几何 可 变 体 ， 如 图 13. 7(b) 所 示 。 KA P 

a ti e 可 得 Q i i 

s a+ N. X 
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1! NS Ns =60,A 


z. X22= Bo.A -ato AXXa 


可 得 该 结构 的 弹性 极限 荷载 Fe 





塑性 极限 荷载 与 弹性 极限 荷载 比较 ; 
E, _ 35, 4 _6 
F. 2 5A 5 


考虑 塑性 的 极限 荷载 虽然 有 所 提高 ， 但 是 结构 的 位 移 也 增加 了 许多 ， 读 者 可 进行 弹性 位 移 
和 塑性 位 移 的 计算 和 比较 。 


| 13. 3 圆 杆 的 极限 扭矩 


1. 截面 上 屋 服 应 力 qz. 的 变化 规律 


工程 中 ,承受 扭转 变形 的 大 多 为 弹 塑性 材料 制 成 的 圆 截 面 杆 件 ， 弹 性 极限 状态 时 截面 
力 分 布 如 图 13. 8 所 示 ， 其 弹性 极限 扭矩 为 M... 
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截面 处 于 弹性 极限 状态 时 ， 仅 是 圆 截 面 周 边 各 点 的 应 力 达 到 r,.， 若 继续 增加 外 荷载 ， 
届 服 应 力 z 将 向 截面 内 发 展 。 若 在 距 轴 心 为 处 的 应 力也 达到 了 z. 时 ， 如 图 13.9 所 示 ， 
截面 在 R 一 r 的 圆 环 面积 内 各 点 的 应 力 均 为 r,， 而 在 半径 r 以 内 的 截面 上 各 点 的 应 力 仍 是 
弹性 状态 ， 按 线性 分 布 。 显 然 ， 若 再 继续 增加 荷载 ， 使 得 整个 截面 各 点 的 应 力 均 达到 z. 
时 ， 如 图 13. 10 所 示 ， 截 面 的 扭矩 即 为 塑性 极限 扭矩 。 























图 13.8 


13. 10 


2. 塑性 极限 捏 失 的 计算 


由 上 述 截 面前 应 力 的 变化 规律 可 知 : EBE 是 截面 各 点 的 剪 应 力 均 达 到 r,， 根 
据 图 13. 10 中 各 点 上 的 力 对 轴 心 的 力矩 可 得 出 


M, Jè £" a coaa zd 








SA2 
显然 ， 塑 性 极限 扭矩 M, EFATE M.» ,本 者 进行 比较 ， 
` M, xd 16 K 
M. 12 xc 3 


M, 比 M. 提高 了 33% 一 亦 即 承载 能 力 提高 了 同样 大 小 。 

与 轴 向 接 床 年 比较 ， 杆 件 在 发 生 扭转 变形 以 及 后 面 要 氢 述 的 弯曲 变形 时 ， 由 于 截面 上 
各 点 应 力 在 初始 弹性 阶段 时 分 布 不 均匀 ， 当 最 大 应 力 达 到 届 服 时 需要 再 继续 增加 荷载 才 会 
使 整个 截面 的 应 力 都 达到 屈服 。 所 以 ， 静 定 杆 件 也 有 弹性 极限 内 力 与 塑性 极限 内 力 之 分 。 

对 于 和 矩形 截面 杆 ， 弹 性 阶段 时 的 应 力 分 布 需 按 弹性 力学 求 得 ， 当 整个 截面 的 应 力 都 达 
j 届 服 极限 时 ， 其 塑性 极限 扭矩 M, 的 计算 反而 比较 简单 ， 过 4 个 角 点 绘制 45° 斜 线 ， 得 4 
个 区 域 ， 每 个 区 域 的 应 力 方向 与 周边 平行 ， 按 静 力矩 合 成 即 可 得 到 M, 值 。 读 者 可 参阅 混 
凝 土 结构 书籍 ， 自 行 计算 。 


| 13. 4 极限 弯 矩 和 塑性 匀 


kl 











1. 截面 上 属 服 应 力 o, 的 变化 规律 


对 于 弯曲 的 杆 件 ， 在 弹性 状态 下 横 截 面 上 正 压 力 的 分 布 如 图 13.11 所 示 ， 其 弹性 极限 
弯 矩 可 由 公 3 
s. = W. M.=s.W. 
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得 出 ， 其 中 M. 为 横 截 面 的 弹性 极限 弯 矩 。 此 时 ， 仅 是 弯曲 杆 件 截面 的 上 下 边缘 各 点 的 应 
力 达 到 了 o,， 若 继续 增加 外 荷载 ， 届 服 应 力 a. 将 向 截面 中 央 发 展 。 若 在 距 边缘 处 为 e 的 应 
力也 达到 了 oc,， 则 范围 内 的 各 点 应 力 均 达到 oc,， 而 截面 中 间 处 各 点 的 应 力 仍 是 弹性 状态 
(图 13. 12) 。 显 然 ， 若 再 继续 增加 外 和 荷载， 使 得 整个 截面 上 各 点 的 应 力 均 达到 o 时 ,截面 
的 弯 矩 就 是 塑性 极限 弯 矩 (图 13. 13) 。 


HE HE TE 


图 13.11 图 13.12 ¿NS x mn 
2, Ei PEA N 


当 截 面 上 的 应 力 全 部 达到 os 时 ， 截 面 进入 可 承受 塑性 极限 弯 矩 且 发 生 届 服 转动 的 状 
态 ， 其 转动 方向 与 塑性 极限 弯 矩 方向 相同 ,- 即 该 截面 如 同一 个 可 转动 的 铵 一 样 。 与 前 述 的 
光滑 理想 饺 不同， 该 处 的 转动 可 承受 塑性 极限 弯 矩 ， 因 此 称 为 塑性 饺 ( 转 动 方向 同 弯 矩 方 
向 ， 是 单 向 铵 ) 。 s SS = 

IBYEN ZERRIN P Ehr. 压 应 力 分 界线 ) 可 根据 截面 忆 X 一 0 的 平衡 条 件 ， 由 轴 
两 侧面 积 相等 确定 出 来 。 对 于 对 称 截 面 ， 塑 性 极限 状态 下 的 中 性 轴 和 弹性 状态 下 的 中 性 轴 
在 同一 个 位 置 。 当 截面 不 是 对 称 时 ， 如 图 13. 14(aj 所 示 截 面 ，= 轴 为 弹性 状态 下 的 中 1 
轴 ， 其 位 置 由 面积 矩 静 矩 )At y= Ar yp 的 关系 式 来 确定 ， 由 图 中 可 见 ，AL 才 Ar。 截 
面 进入 塑性 极限 状态 后 ”中 性 轴 的 位 置 按 面积 .At — Ak 的 关系 式 确定 ， 其 位 置 如 图 13.14 
(b) 所 示 。 在 截面 的 弯 矩 由 弹性 极限 弯 矩 提高 到 塑性 极限 弯 矩 时 ， 截 面 的 弹性 中 性 轴 也 在 
向 塑性 中 性 轴 的 位 置 移动 。 
























































3. 塑性 极限 弯 和 矩 的 计算 

由 上 述 截 面 上 正 压力 的 变化 规律 可 知 : 塑性 极限 期 间 是 截面 各 点 的 正 压 力 均 达 到 了 

o:， 根 据 图 13. 14(b) 中 截面 上 各 点 的 力 对 中 性 轴 的 力矩 ， 可 得 出 截面 塑性 极限 弯 矩 M... 
M. | yoda + | voaa a(S Sr) = o,W, 


À, Àr 




















363 


£ s 
结构 力学 实用 教 吉 


式 中 ，5 为 中 性 轴 一 侧面 积 对 中 性 轴 的 面积 矩 ( 静 矩 ) ; W. 为 塑性 抗 弯 截面 模 量 。 
对 于 图 13. 15 所 示 和 矩形 截面 ， 其 塑性 抗 弯 截面 模 量 为 
h., t) 








w.=2(b 








2 4 4 
而 矩形 截面 的 弹性 抗 弯 截面 模 量 为 
_bh’ 
w= 
BA. 塑性 抗 弯 截面 模 量 大 于 弹性 抗 弯 截面 模 量 。 其 比 
值 为 
W. bhk .6_]s 
W. 4 b ° 
W. 比 W. HRT 50%., JREDR3RJ BEES Y JEE K. 
若 令 Pa W 
W. _ . `V 
w 一 上 


称 f 为 截面 的 塑性 弯曲 形状 系数 ， 表 1351 列 出 了 几 种 常见 截面 的 f 值 。 
表 13 -1 常见 截面 的 塑性 弯曲 形状 系数 
截面 工 字形 “， 薄 壁 国 形 o ER LEA 








1.15—1. 77 1.27 


[8.5 梁 和 刚 架 的 极限 荷载 


对 于 以 弯曲 变形 为 主 的 静 定 结构 ， 在 最 大 弯 矩 处 出 现 一 个 塑性 铵 ,结构 即 进入 几何 可 
变 状态 (图 13. 16) 而 退出 工作 。 所 以 ， 只 要 根据 外 荷载 确定 出 静 定 梁 上 的 最 大 弯 矩 与 外 荷 
载 的 关系 ， 再 根据 截面 的 形状 及 梁 的 材料 (c.) 确 定 出 塑性 极限 弯 矩 值 ， 令 最 大 弯 矩 等 于 塑 
性 极限 弯 矩 ， 就 可 求 出 静 定 梁 的 塑性 极限 荷载 。 





图 13. 16 


[@]13-2] 图 13.17(a) 所 示 等 截面 梁 ， 承受 满 跨 均 布 荷载 q 作用 ， 梁 的 届 服 应 力 
一 240MPa。 试 求 该 荷载 形式 的 极限 荷载 值 g,。 
解 : 绘制 这 窍 图 如 图 13. 17(b) 所 示 ， 显 然 截 面孔 处 由 全 梁 的 最 大 弯 矩 为 
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4m am | 2m 5044 
+ (b) 
I [ 1 
l Ms 1 
I (I I 
1 1 
(c) 
13. 17 
Ms=4x2+qX1X2=4 Z 
EAX 
截面 的 塑性 极限 弯 矩 为 ¿<< 
M, =0,W,=240X 10 x 25X0, A 3olN . <m 


当 Mi =M, 时 ， 可 得 塑性 极限 荷 裁 为 >、 
4g =30 43 7. 5kN/m 


当 Mo 一 M. ot. PTERA à pe 
0. 05 x0. 12 
KA "1 





M.—W. E20x 10° X 


3 
tg.=20 q= -assaym 


< < ` 
edn EBR i Que T iH DAS 
N q = fq. =1.5X5=7.5kN/m 
求 得 。 
塑性 极限 荷载 与 弹性 极限 荷载 比较 : 
全 一 全 一 1. 5 一 / (塑性 截面 形 状 系数 ) 
这 也 说 明 ， 对 于 等 截面 的 静 定 粱 ， 其 塑性 极限 荷载 等 于 弹性 极限 荷载 的 / 倍 。 
对 于 图 13. 18 所 示 包 含有 静 定 部 分 的 超 静 定 结 


构 ， 若 最 大 这 和 矩 发 生 在 如 BC 的 静 定 部 分 ， 当 其 出 现 | 
HAPEE. BC 部 分 即 成 为 几何 可 变 体 。 因 此 ， 其 极 i 2 




















限 荷载 仍 是 按 静 定 结构 方式 计算 。 | b poa j 
HITRA BS E Z HE fE E W RE RBA 09 81 WA AE hi MJ w 

(图 13. 19)， 一 般 来 说 ， 需 要 出 现 xz 十 1 个 ( 比 超 静 定 

次 数 多 一 个 ) 塑 性 饺 ， 结 构 才 会 成 为 几何 可 变 体 ， 而 一 一 一 

对 于 各 跨 内 等 截面 并 且 荷 载 同 向 的 连续 梁 ， 各 跨 只 

要 有 3 个 铵 就 形成 几何 可 变 或 几何 瞬 变 的 破坏 机 构 。 

因此 ， 超 静 定 梁 和 刚 架 结构 的 塑性 极限 荷载 的 分 析 3338 
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要 先 判断 结构 的 超 静 定 次 数 和 塑性 铵 的 位 置 。 
当 梁 或 刚 架 结构 的 第 一 个 塑性 铵 出现 时， 对 应 的 外 荷载 
称 为 第 一 塑性 极限 荷载 Fus 第 二 个 塑性 匀 出 现时 ， 对 应 的 外 
荷载 称 为 第 二 塑性 极限 荷载 Fas 直至 第 n 十 1 4 BEBE H B 
时 ， 对 应 的 外 荷载 称 为 最 终 塑 性 极限 荷载 F... 
F H F. 向 已 增加 过 程 中 ， 最 大 弯 矩 所 在 截面 的 屈服 应 
多 。 力 由 边缘 向 截面 中 间 发 展 ， 虽然 没有 完全 届 服 ,但 也 产生 了 
外 很 大 的 变形 ， 在 此 期 间 ， 也 可 能 会 有 其 他 弯 和 矩 较 大 截面 随 着 
图 13.19 荷载 的 增加 、 截 面 弯 矩 的 增加 而 进入 此 状态 。 此 时 的 弯 和 矩 图 
形 不 能 按照 弹性 关系 计算 求 得 ， 因 此 一 般 情况 下 是 在 极限 状 
态 下 按 静 力 平衡 方法 求 得 极限 荷载 。 TY 人 
类 似 于 超 静 定 拉 压 杆 结构 极限 荷载 的 分 析 ， 超 静 定 梁 和 刚 架 结构 的 极限 荷载 分 析 也 是 
接 最 大 弹性 极限 弯 矩 确定 第 一 塑性 铵 发 生 的 位 置 ， 然 后 以 该 塑性 铵 处 的 塑性 极限 弯 矩 为 固 
EAS Pa EAE TA AE, 在 成 为 几何 可 变 体 的 极 
限 平衡 状态 下 可 确定 相应 极限 荷载 值 。 
总 结 以 上 分 析 可 知 ， 极限 状态 应 满足 以 下 SARI: ORFA E, HAS 
构 在 成 为 几何 可 变 体 时 亦 是 按 荷载 方向 作 单 向 运动 的 ， 即 单 向 机 构 条 件 ; 加 在 极限 状态 
下 ， 结 构 各 截面 的 弯 矩 均 小 于 塑性 极限 索 矩 MM,， 即 届 服 条 件 ( 或 称 内 力 局 限 条 件 ); @ 极 
恨 荷 载 的 分 析 是 在 结 者 构 由 静 定 结构 向 几何 可 变 体系 过 滤 的 极限 状态 下 进行 的 ， 所 以 可 用 静 
力 平衡 条 件 计算 ， 即 平衡 条 件 内 此， 对 于 能 明确 判断 济 的 极限 状态 ， 由 于 不 必 考 虑 变形 
关系 ， 仅 需 按照 静 力 平衡 条 件 进行 计算 ， 所 以 其 计算 较 超 静 定 结构 的 计算 要 简单 。 另 外 ， 
于 极限 状态 前 的 结构 为 静 定 结构 、 ¿au Asuaka SE S EES AEE 
化 的 影响 。 O. 
[B] 13-317 RIS Zoo REE. 承受 集中 荷载 下 作用 。 已 知 梁 的 届 服 应 力 为 
o DARRE Wz, 塑性 截面 形状 系数 为 太 。 试 求 该 荷载 形式 下 的 极限 荷载 值 F.. 
解 : 本 题 为 单 跨 一 次 超 静 定 梁 ， 应 出 现 两 个 塑性 铵 时 结构 才能 成 为 几何 可 变 体系 。 由 
弹性 关系 计算 的 最 大 弯 矩 发 生 在 梁 的 A 端 ， 所 以 第 
— WB PEBE BM fE A 处 ， 如 图 13. 20(b) 所 示 。 以 A 处 
承受 不 变 的 塑性 极限 弯 矩 M.， 继 续 增加 荷载 ， 显 然 
第 二 塑性 贸 应 出 现在 集中 力作 用 处 的 和 截 面 上 ， 此 时 12 m 
结构 成 为 几何 可 变 体系 ， 如 图 13. 20(c) 所 示 。 @ 
按 平衡 关系 T6 a 
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第 1 三 ”结构 缆 必 极限 窜 载 简介 





可 得 该 梁 的 弹性 极限 荷载 


F.=3p:Wz 
塑性 极限 荷载 与 弹性 极限 荷载 比较 
F,_6foWz 3/ = 
F. l l6oWz 8 
【 例 13 - 4】 求 图 13.21(a) 所 示 两 跨 超 静 定 梁 的 极限 荷载 值 9,。 已 知 M.=360kN * m, 
解 : 本 题 为 多 跨 超 静 定 梁 ， 其 破坏 机 构 为 
各 单 跨 破 坏 机 构 。 
一 跨 的 破坏 机 构 如 图 13. 21(b) 所 示 ， 在 
梁 的 A 端 、 跨 中 (为 简化 计算 ， 近似 用 跨 中 弯 
和 矩 代替 最 大 弯 矩 ) 和 B LEARAER 
该 3 处 承受 相应 不 变 的 塑性 极限 弯 矩 ， 计 算 其 
塑性 极限 荷载 ou 
按 平衡 关系 ， 有 
i (122 
8 














uÈ 














=pli 5404+360 


qn 二 55kN/m( 精 确 解答 为 54. 89kN/m。) = > P 
第 二 跨 的 破坏 机 构 如 图 13.21(ODr at E 。 M60 4 
梁 的 B 支 座 和 集中 力 处 出 现 塑 性 多 以 该 两 处 — 六 
承受 相应 不 变 的 塑性 极限 弯 矩 ;计算 其 塑性 极 V AX. v 36 
限 荷载 ww。 Taa 
按 平衡 关系 ， 有 -“ vw x a 360 


Kai 360 十 260 











315 
540 


人 qz, =60kN/m (d) 

比较 这 两 个 极限 荷载 值 ， 显 然 ， 结 构 的 塑 EA 
性 极限 荷载 为 g, 二 55kN/m。 

【 例 13 - 5】 计算 图 13. 22(a) 所 示 超 静 定 刚 架 的 极限 荷载 值 F.. 

解 : 本 题 为 3 次 超 静 定 结构 ， 应 出 现 4 个 塑性 铵 时 结构 才能 成 为 几何 可 变 体系 。 由 弹 
性 关系 计算 的 最 大 弯 矩 发 生 在 结构 的 A. Bi. WE 13. 22(b) 所 示 ， 所 以 第 一 塑性 铵 出 现 
在 A、 刀 处。 以 A、 已 处 承受 不 变 的 塑性 极限 弯 矩 M,， 继续 增加 荷载 ， 显 然 第 二 塑性 贸 
应 出 现在 结构 的 C. D 处 ， 此 时 结构 成 为 几何 可 变 体系 ， 如 图 13. 22(c) 所 示 。 

按 平 衡 关系 [图 13. 22(d)]， 有 

+F.h=2M, 


可 得 
_ AM, 
到 到 天 


对 于 复杂 的 荷载 及 结构 形式 ， 由 于 较 难 判断 塑性 铵 出 现 的 位 置 及 顺序 ， 需 要 依据 以 下 
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S 
F 
(b) 
Fa i 
M. 
F2 K 
(c) wA X) ` 
mz, XY 
3 个 定理 (其 证 明 参 看 有 关 书 籍 ) @ 结 构 具 有 唯 过 极限 荷载 ， 即 单 向 定理 或 唯一 性 定理 ; 


@ 极 限 荷载 是 结构 破坏 荷载 的 极 小 者 ， 即 上 限定 理 或 极限 定理 ;@@ 极 限 荷载 是 结构 安全 荷 
载 (可 接受 共 载 ) 的 极 大 者 ， 也 即 下 限定 再 就 极 大 定理 ， 对 多 个 可 能 出 现 的 几何 可 变 体系 的 
极限 平衡 状态 进行 试 算 或 用 其 他 方法 来 确定 极限 荷 哉 。 本 书 不 做 更 多 的 介绍 ， 实 际 工程 中 
可 运用 计算 软件 解决 。 0 x 





本 章 首 先 对 钢材 等 弹 塑性 材料 做 出 科学 的 理想 化 假设 ， 按 照 杆 件 的 不 同 受 力 情况 ， 又 分 
别 介绍 了 杆 件 的 弹性 极限 轴 力 与 塑性 极限 轴 力 ， 杆 件 的 弹性 极限 扭矩 与 塑性 极限 扭矩 ， 杆 件 
的 弹性 极限 弯 矩 与 塑性 极限 弯 矩 ， 塑 性 铵 及 塑性 抗 弯 截 面 模 量 ， 结 构 的 极限 荷载 等 概念 。 
对 于 以 弯曲 变形 为 主 的 静 定 结构 ， 在 最 大 弯 矩 处 出 现 一 个 塑性 铵 ， 结 构 即 进入 几何 可 
变 状 态 而 退出 工作 。 
对 于 包含 有 静 定 部 分 的 超 静 定 结构 ， 若 最 大 弯 矩 发 生 在 静 定 部 分 ， 当 其 出 现 塑性 铵 
时 ， 该 部 分 即 成 为 几何 可 变 体系 。 因 此 ， 其 极限 荷载 仍 是 按 静 定 结构 方式 计算 的 。 对 于 最 
大 弯 矩 发 生 在 超 静 定 部 分 的 超 静 定 结构 ， 一 般 来 说 ， 需 要 出 现 xz 十 1 个 ( 比 超 静 定 次 数 多 一 
个 ) 塑 性 镑 ,结构 才 会 成 为 几何 可 变 体系 ， 而 对 于 各 跨 内 等 截面 并 且 荷 载 同 向 的 连续 梁 ， 
各 跨 只 要 有 3 个 铵 就 可 形成 几何 可 变 或 几何 瞬 变 的 破坏 机 构 。 因 此 ， 超 静 定 梁 和 刚 架 结构 
的 塑性 极限 荷载 的 分 析 要 先 判 断 结构 的 超 静 定 次 数 和 塑性 铵 的 位 置 。 一 般 情 况 下 是 在 极限 
状态 下 按 静 力 平衡 方法 求 得 极限 荷载 。 

极限 荷载 计算 具有 以 下 特点 : 四 由 于 塑性 铵 的 单 向 性 ， 所 以 结构 在 成 为 几何 可 变 体系 
时 也 是 按 荷载 方向 作 单 向 运动 的 ; @ 极 限 状态 下 ， 结 构 各 截面 的 弯 矩 均 小 于 塑性 极限 弯 矩 
M.; 回 极 限 荷载 的 分 析 是 在 结构 由 静 定 结构 向 几何 可 变 体系 过 渡 的 极限 状态 下 进行 的 ， 
所 以 可 用 静 力 平衡 条 件 计算 ; 四 对 结构 可 能 出 现 多 个 几何 可 变 体系 的 极限 平衡 状态 ， 需 进 
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IRF RHAI AR ERRER: Oh TERRAN E, BDA 
超 静 定 结构 的 极限 荷载 值 不 受 支 座 移动 和 温度 变化 的 影响 。 














关键 术语 


塑性 变形 (plastic deformation); 塑性 材料 (ductile materials); 屈服 (yield);， 极限 荷 
载 (ultimate load); 极限 弯 和 矩 (limit moment); RIRE (yield moment); YEE (plastic 
hinge). 


53 题 13 


一 、 思 考题 N 
1. 解释 静 定 拉 压 杆 结构 的 极限 荷载 。 下 
2. 塑性 匀 与 理想 光滑 镜 有 何 区 别 ? AT 
3. 一 次 超 静 定 结构 须 出 现 2 APERA EILAT TAE RAA, 
4. 为 什么 静 定 拉 压 杆 结构 没有 弹性 极限 葵 载 和 好 性 极限 荷载 的 区 别 ? 
5. 在 什么 情况 下 不 能 考虑 塑性 计算 oo 
aS XP 
二 、 填空 题 i 
i. ERIEK. EE 种 y Ý an 方向 发 生 相 对 转动 。 
2 Wetan a Apki. —W AE ERRERA oo 
个 塑性 饮 ， 据 此 / 推断 出 次 超 静 定 结构 极限 状态 一 定 出 现 十 1 AD tb, 
3. 由 理想 弹 塑 性 材料 制 成 的 超 静 定 结构 ， 从 承受 荷载 到 破 , 
坏 , 一 般 说 来 其 工作 阶段 分 为 三 个 ， 即 O ; @ Za 
; @ š ! 
4. 在 极限 状态 中 ,结构 任 一 截面 的 弯 矩 绝对 值 将 
HRB, b 
5. 结构 的 极限 荷载 计算 ， 就 是 要 确定 结构 在 时 所 
能 承担 的 荷载 值 。 I 
6. 对 图 13. 23 所 示 工 字形 截面 来 说 ,塑性 极限 弯 矩 是 弹性 
极限 弯 矩 (屈服 弯 矩 ) 的 ğe BA b=30cm, 1 二 1l0cm。 + 
7. 极限 读 矩 M, 所 在 截面 的 中 性 轴 是 以 截面 的 图 13.23 
确定 的 。 
三 、 判 断 题 
1. 结构 塑性 分 析 适 用 于 所 有 材料 和 全 部 工程 结构 。(  ) 
2. 平面 假设 在 塑性 分 析 中 不 能 使 用 。(。”) 
3. 求 极限 荷载 时 出 现 塑性 铵 的 数目 与 超 静 定 次 数 一 定 相同 。( O 
4 吏 定 结构 只 要 产生 一 个 塑性 贸 即 发 生 塑性 破坏 ，n 次 超 静 定 结构 一 定 要 产生 十 1 
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个 塑性 铵 才 产 生 塑 性 破坏 。 C  ) 


5. 结构 某 截面 完全 进入 塑性 状态 后 ， 该 截面 就 像 贸 一 样 不 能 


— 受 内 力 ， 处 于 这 种 情况 下 的 截面 称 为 塑性 饮 。 C O 


2 2em 6. 理想 强 塑 性 材料 的 杆 件 ， 截 面 应 力 全 部 达到 届 服 应 力 c. 时 ， 





称 此 时 的 截面 为 弹 塑 性 饮 。( O 

JU ss T. 有 一 个 对 称 轴 的 截面 的 极限 弯 矩 为 M, 二 oAa/2， 其 中 A 为 

2 截面 面积 ，a 为 受 拉 区 和 受 压 区 面积 形 心 之 间 的 距离 ，0. 为 材料 的 
un 屈服 极限 。( ) 

8. 图 13. 24 所 示 工 形 截面 ， 其 材料 的 屈服 极限 os =235MPa, 


13.24 
可 算得 其 极限 弯 矩 M.=17.86kN- m. ( ) 
、 选 择 题 ys 
1. 塑性 铵 具有 如 下 的 性 质 ( 站 KAN 


~ 


go 


5. 


人 可 以 滑 守 矩 方向 发 生 有 限 相对 转角 B. 沿 栖 抵 坟 加 方向 有 弹性 刚度 
沿 弯 矩 减 少 方向 的 弹性 刚度 为 零 。。 D. 塑性 饮 和 一 般 饮 具有 同样 的 性 质 

ee 和 弹性 截面 系数 W. 的 关系 为 人 )。 

A. W.=W, k SB W.>w, 

C. W.<w. AAD. W. 可 能 大 于 ， 也 可 能 小 于 W. 
.下 列 结论 中 正确 的 是 (。”)。 :BA 

A. DAPET ZAT Rimai m 

B. 塑性 铵 不 能 承受 反 向 荷 裁 > 

(03 任意 截面 在 形成 唉 性 移 过 程 中 的 中 性 轴 位 置 保持 不 变 

D， 在 极限 状态 下 。 截面 的 中 性 轴 将 截面 积 等 分 

.截面 中 性 辆 的 位 置 从 弹性 阶段 到 塑性 阶段 保持 不 变 的 情况 只 存在 ( D. 

A. TJERI Sac B. 了 形 截面 
C， 有 一 根 对 称 轴 并 在 对 称 平面 作用 横向 荷载 的 截面 

D. 双向 对 称 截 面 
超 静 定 的 梁 和 刚 架 ， 当 变 成 破坏 机 构 时 ， 塑 性 铵 的 数目 m 与 结构 超 静 定 次 数 之 








间 的 关系 为 (  )。 


A. m=n B. m>n 
C. m<n D. 取决 于 体系 构造 和 承受 荷载 的 情况 
6. 图 13. 25 所 示 两 端 固定 梁 在 合力 相同 的 不 同 荷载 作用 下 ， 其 极限 荷载 最 小 时 的 荷 
载 情况 是 ( Je 
A. 均 布 荷载 
B. 中 点 受 一 个 集中 力 
C. 二 等 分 段 中 点 各 受 一 个 集中 力 (二 力 相 等 ) 
D. 三 等 分 段 中 点 各 受 一 个 集中 力 (三 力 相等 
7. 图 13.26 所 示 4 种 同 材料 、 同 截面 形式 的 单 跨 梁 中 ,其 极限 荷载 值 最 大 的 
为 ( Je 
A. Ma>Me B. Ma =M, 
C. M. <Ma D. 不 确定 的 
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8. 图 13. 27 所 示 截 面 ， 其 材料 的 屈服 极限 .一 24kN/cm'  ， 可 算得 极限 弯 矩 M, 大 小 为 
( ), XA 








A. 543. 85kN * m B. 645. 25KNE i ° 
C. 762. 50kN * m D. 867. 25kN + m 
9. 图 13. 28 所 示 连 续 梁 截面 的 极限 弯 矩 为 M, 极 限 荷载 F, 为 ( Ds 


A. 2M,/1 B. 2. 5M,/l AUM D. 6M,/1 





25cm a 
N 
r NN i 13.27 RZ A 13.28 


五 、 计 算 题 、 

1. 图 13. 29 所 示 的 超 静 定 拉 压 杆 结构 ， 承 受 荷载 下 作用 。 若 3 个 杆 件 的 材料 、 截 面 、 
杆 长 均 相同 ， 届 服 应 力 为 ,， 试 计算 其 塑性 极限 荷载 F... 

2. 计算 图 13. 30 所 示 结 构 的 极限 荷载 。 拉 杆 1 和 拉杆 2 为 理想 弹 塑 性 材料 ， 其 长 度 人、 
横 截 面积 A、 弹 性 模 量 已 及 届 服 应 力 c. 均 相同 。 

3. 计算 图 13. 31 所 示 截 面 的 极限 弯 矩 ,已 知 材料 的 屈服 应 力 呈 一 235MPa。 








2L100x80x10 





图 13.31 
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4. 计算 图 13.32 所 示 简 支 梁 的 极限 荷载 。 梁 为 理想 弹 塑性 材料 ， 届 服 应 力 a = 
235MPa, 
5. 计算 图 13. 33 所 示 连 续 梁 的 极限 荷载 。 梁 为 理想 弹 塑性 材料 ， 极 限 弯 矩 为 Mu 。 
F 2F r á T 
> CA 
þm | om |} m | jej } 4m J on f om} 
A 13.33 


图 13. 32 


6. 图 13. 34 所 示 超 静 定 梁 ， 承 受 集中 荷载 下 作用 。 己 知 梁 的 极限 弯 矩 为 M,。 试 求 该 


荷载 形式 下 的 极限 荷载 值 F. o 
7. 图 13. 35 所 示 超 静 定 刚 架 ， 承 受 集中 荷载 下 作用 。 和 各 的 长度 均 为 1 ， 各 杆 的 


极限 弯 矩 均 为 M,。 试 求 该 荷载 形式 下 的 极限 荷载 值 Fa。 、 
, X 
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部 分 习题 参考 答案 


习题 1 
二 、 填空 题 
. 杆 件 结构 ” 薄 壳 结构 ”实体 结构 平面 结构 ”空间 结构 
2. 等 截面 直 杆 ” 变 截面 直 杆 ”等 截面 或 变 截面 的 曲 杆 
3. 荷载 作用 在 结构 上 的 时 间 长 短 
三 、 判 断 题 
ede Z 9. 52 WL SS S B Xa T 
四 、 选 择 题 N 
<D; 26.8 B 








3 a2 
二 、 填 空 题 
-Bui MaA HRALA 
PA 
3. 几何 瞬 变 体系 
4. EX 
5 无 穷 大 不 确定 
6. 3 
7. 几何 不 变 无 3 有 
8. 几何 可 变 
9. W<0 三 个 
10. 5 


11. 几何 不 变 4 

12. W0 满足 刚 片 相连 接 的 规则 
13. 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 

14. 无 多 余 约束 的 几何 不 变 


1 D 2 D; 3. A; 4A 5 CG 6.G 7. A; 8. A; 


10. B; 11. A; 12. C; 13. C; 14. D; 15. B; 16. B; 17. 


五 、 分 析 题 
图 2.49、 图 2.51、 图 2.53, Æ 2.54, Æ 2.55、 图 2.56、 图 2.57. 


图 2.59、 
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*— 
2.61, Æ 2.62, EI 2.66. E 2.68. E 2.69. Eq 2.70 为 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 ; 
2.50、 图 2.52、 图 2.60、 图 2.71、 图 2. 72 为 瞬 变 体系 ; 图 2. 58 为 具有 两 个 多 余 约束 
的 几何 不 变 体系 ; 图 2. 63、 图 2. 67 为 少 一 个 联系 的 几何 可 变 体系 ; 图 2.64、 图 2. 65 为 
具有 一 个 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 








= 
































m= 











习 题 3 
二 、 填空 题 
1. 静 力 平衡 条 件 多余 
2. 截面 法 ” 静 力 平衡 方程 
3. 一 侧 一 侧 ”截面 
40 0 
5. 20kN。m 
6. 简 支 梁 ”悬臂 梁 ”外 伸 梁 < 
7. dhen dla) deo VG) ÉM 08 \ 
8. WIA SER NAN)” 
9. 2 X 
三 、 判 断 是 
lV; 2X; 3.V:; ANN 5 V: 6.X; 7.x 
四 、 选 择 题 S “> 
L A; 2.B 3. DA A; 5 Cs XD: 27 B; 8 A; 
9. A; 10. B; Í. A; 12.B 3 


五 、 计 算 题 
1. (a) Vp=4kN; Mo=16kN -m 下 二 
(b) Va 二 一 43kKN，M 二 309kKN。m( 右 侧 受 拉 ) 
(c) VE=25kN, Mp=20kN * m 
2. (a) M, = —40kN * m 
(b) Mp=10kN * m 
(c) Mi=—4kN. m 
(d) Mn=—1kN. m 


(e) Me=- P1 





2 
(D M.=+ 
3. 略 
4. (a) M= —4kN * m, V, =3kN; 
M,=—2kN . m, V3=4kN 
(b) Mp=5kN * m, Vp=6. 67kN; 
M, =—13. 33kN * m, VE=13. 33kN 
(c) Ms=4. 33kN * m, V;=—2. 92kN; 


Pi 
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部 分 习题 参考 答案 








ML 一 一 16kN * m, 


VE=8kN 








(d) M= —3kN ° m, Va=2.33kN; 
M;=—1. 67kN * m, VE=3.67kN 

5. (a) M, =2M, Mp=2M 

(b) M,=—10kN * m, Me=—6kN * m 

习 题 4 

二 、 填空 题 
1.20 # 0 
2. 0 0 一 2kN 
3. H BE _ 
4 2P1 Z ER 
5. 4kNem F A 
6. Pd 里 
7. 0.5kN。m 下 
=. 判断 题 
LX; 有 a 
四 、 选 择 题 \ ` 
L Gs 2. G; ‘i. w RA S$. CG 6 B .7.C; 8. D; 
9. A; 10. B; 1L RSN 13. Bi Moe. 

五 、 计 算 题 2 K vA 
1. (a) Mee ja? EMED. Ma 一 Jaina. 

Vu > Liar Na 一 一 qd kD 


(b) MY 二 30kN。m( 左 侧 受 拉 ) ,VR 二 0，Na 二 一 100kN 
(c) M 世 三 2Pa( 右 侧 受 拉 )，Va = 二 0，Naa 一 0 
(d) Ma 王 1.6kN。m( 上 侧 受 拉 )，Mw 王 8.35kN。m( 上 侧 受 拉 ) 
2. (a) Mai 二 80kN。m( 下 侧 受 拉 ), Vow 二 20kN，Na 二 一 20kN 
(b) Mep =280kN * mC EMH). Me =160kN * m EWER) 
Vew =30kN, Na =—80kN 
(c) Mip =120kN * m EMH). Mre =80kN 。m( 右 侧 受 拉 )， 
Voe =30kN, Np: =—40kN 
(d) Ma =60kN + m( 下 侧 受 拉 ) ，Vam =— 8. 75kN, Nea =8. 75kN 
3. (a) Me 二 250kN。m( 下 侧 受 拉 )，Ma =20kN 。m( 左 侧 受 拉 )， 








Væ =180kN, Na =—180kN 
(b) Me =m FWE), Ve =, Nm a 
4. (a) Mr 二 20kKN。m( 上 侧 受 拉 ),， Va-= —20kN, Nm = —20kN 








(b) Ma 二 40kN。m( 右 侧 受 拉 ), Vers =— 6. 67kKN, Næ =6. 67kN 
(© Me 一 3P( 下 侧 受 拉 )，Voe 一 一 二 ,Ne 一 一 号 
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N 
TSS 





S 


(d) Mie =14. 83kN 。m( 下 侧 受 拉 )，Mz 一 12.84kN。m( 上 侧 受 拉 )， 
Vm =—0.35kN, Nm =1. 96kN 

6. (a) Me =0 

(b) Ma =25kN .mt( 右 侧 受 拉 ) 

(c) Mas =40kN 。m( 左 侧 受 拉 ) 

(d) Mi =25kN .mt( 左 侧 受 拉 ) 


(e) Mm 一 去 Pa( 左 侧 受 拉 ) 





(í) Mæ =z Pa (上 侧 受 拉 ) 


7. (a) Mr 三 20kN。m( 下 侧 受 拉 ) I 
(b) Me =80kN 。 mt( 左 侧 受 拉 )，Mez —320kN 。m( 上 侧 受 拉 ) 
(e) Mo =12kN + MAMER), Me 二 12kKN，m( 扩 侧 受 拉 ) 
(d) Mis 二 0，Moe 二 Pa( 下 侧 受 拉 )，Mise 二 2Pat 上 侧 受 拉 ) 








8. 提示 : 两 平行 链 杆 处 的 剪 力 为 零 。 /下 
习题 5 
=. 填空 是 A 
1. 曲线 水 平 推力 š 
2. 水 平 推力 uY PN 
30” Ma D( 1 )cos(—30°) (F) 30°) 
. 84kN em >É : 


4 
5. 荷载 作用 情况 、 
6. APH HD JJ HJ 均匀 


三 、 判 断 题 

lV; ys Bys 4X; By; 6V 

四 、 选 择 题 

1. C; 2. A; 3. D; 4. G; 5. D; 6. B; TC 8 A 
五 、 计 算 题 


1. (1) YA=10kN( À), Ys=14kN( 4), Ha=Hs=H=12kN 
(2) Mp=4kN * m, Vp =3.576kN, Vp = —3. 576kN, Nps=15.198kN, 
No# =11. 622kN; Mz=4kN * m, Vg=0, Ng=13.41kN 

2. Va=100kN( A), Ha=Hs=H=50kN, Mp=—29kN * m, Vp=18. 3kN, 
Np=— 68. 3kN 


习题 6 
二 、 填空 题 
1. MAHR KAHE BAHIR 
2. 结 点 ”截面 
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部 分 习题 参考 答案 


3. 混合 组 成 轴 力 SE HH 
4. 一 /2 二 = 一 0.3536P V2 了 =0. 3536P 


Eae Sxe ar Exi bd RA SU SG Da 


X% 
= 
is 


LO bAs Di 4&Br EG Ge T Aj BE 9A 
10. A; 11. D; 12 A; 13 D; 14. A; 15.B 16. D; 17. C; 


18. B; 19. D; 20 D; 21. C I AS 
五 、 计 算 分 析 题 A S 
L (a) ANER, A 4 根 零 村 OR 





(b) KAHIR. 有 10 根 零 杆 
CO AHIR, A 15 REF 
(d) RHR, 有 5 根 零 杆 
(e) KAHR. 有 8 根 零 相 A 
(D AHIR A 5 REO ; 
iji V, AXK 

2. (a) Ne= VZP, No —P, Ns=—P, Ni P, Ny =/2P, Ns =—2P 


"P V2P 
2 

















s 








\ 2 

> i » Nz Ny SNe 0, Ns =N: 
Y *- 

(c) Në IRN AS 

(d) Ne=—5kN, Nu =4kN, Naw =—15. 65kN 


3. (a) Ni=—8kN, N;=5kN, N; =4. 12kN 


(b) Ni Ní Ni ， N; =P 

















(b) Ni=—P 
(9 N = 
d) N: 10/5 kN, N:=0, N: LEN 














(© Ni=—2.5P, N=—-P, Ns=3P 


(D Ni=20kN, N:=0, N;=0 
4. (a) N, =22. 5kN, N, =—45, N, =37. SkN 
(b) Ni=—2. 84kN, N:=0, N;=5kN, N,=0 

















5 G) Ne= PGD, No LP, Ne=- 0E), Na LPen, 


P 


Na = POE), Me=DECF33RhD, Veci V e= D, 
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Ms 二 (上 边 受 拉 ), Va =È v =P 


(b) Mo=120kN * mM ÆHF), Næ = —28. 28kN 
习题 7 





二 、 填空 题 
1. 形状 位 置 线 角 
2: 0 


3 11ql' 
` 24El 


4 位移 和 变形 ”内力 位移， 变形 

5. 弯曲 剪 切 Z 

6， 杆 轴 为 直线 ELAR MS MBN PEDA NERE 
7. 平衡 “弹性 wh 

8. A 与 yefekFfbn9I0N ”在 异 侧 eA 

9. 虚设 位 移 状 态 ”虚设 力 系 NAD 

8 


1 C; 2.C; 3 CUAB 5. CA 从 
9 C; 10 C; K Dò 12. B; 13. BIX 4. A; 15. A; 
16, C 1 YE Gr gC i 


五 、 计 算 题 — A) 
=Ñ >s), g, =È a 
L Av=9818>), 0 一 此 (全 ) 


2. A= PCs) 
3. Ac=1. 72mm( ç ) 
4. Apa =3. 828 rC) 


3 


5. Aw =P c) 





ZET 
6. A =c, aho 
7. D Aw = SSC) 
(2) av= 
(3) =B) 
(4) A= TOD, A = Tae. v) 
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部 分 习题 参考 答案 








—llqa' ~ 
(5) Am 一 ET 人 ) 


(6) A= SEOD, A= =É 


8. Apv =28mm( ç ) 

9. Aw =13. 2mm( Í ) 

. Api = 16. 5mm(—>) 

. (1) Anu=10mm(=<); (2) Asi =2. 5mm(—) 

. Akv=A,—3aA,( Y), Aku=An+aA,(—), Ak, =A; 
. Apv=3. 3mm( ç ) 


= 
w ç = ° 


习题 8 VA 
二 、 填空 是 KS 

.2 次 1 次 4 次 5 次 6 次 12% 2 次 5 次 BK 5 次 

2. 基本 体系 中 由 于 X, ER AAN 基本 体系 中 由 于 荷载 作用 引 
起 的 沿 XD NA 

3 E ERMEE AX, 

. 0.375Pa 上 
. 0.5PL 内 








2 r J S = 
EX 
En 
疯 





E eB -B 8A: %A lB 





L (a) M= PL EWZRO 


(b) M=ÈPI 《上 侧 受 拉 ) 


© M, =+qË (上 侧 受 拉 )，Ms 一 省 ql (下 侧 受 拉 ) 











(D Mh 一 圭 PL 上 侧 受 拉 )，Ms 一 才 PLC 上 侧 受 拉 ) 


2. (a) Ma 二 9kKN。m( 左 侧 受 拉 ) 
(b) Ma =13. 8KEN。m( 左 侧 受 拉 )，。 Mom =2. 2kN * m( 左 侧 受 拉 ) 
(c) Mms =8. 625kKN。m( 上 侧 受 拉 ) 


(D Me =F (在 侧 受 拉 ) 


(e) Ma =36. 96kN。m( 右 侧 受 拉 )，Mas 二 104. 46kN。m( 右 侧 受 拉 ) 
(Í) Moe 二 0.852kKN。m( 上 侧 受 拉 )，Miw 二 10.2kKN，m( 上 侧 受 拉 ) 
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SA 


3. (a) Mn 一 62.12kN。m( 上 侧 受 拉 ) 

(b) MA 三 49.04kN。m( 左 侧 受 拉 )，Ma 王 11. 524kN。m( 左 侧 受 拉 ) 
4. (a) Næ=0. 172P, Ng:=—0. 586P 

(b) Næ =0. 896P, Nac =0. 147P 
5. (a) Mx =22. 5kN 。m( 左 侧 受 拉 ) 
(b) Mm =92. 4kN 。m( 右 侧 受 拉 ) 
Nz =67. 3kN, Mc=14. 6kN * m( 上 侧 受 拉 ) 
MK 一 125.743kN。m( 下 侧 受 拉 )，Vx 一 0.089kN，Nx 一 一 111.623kN 
H=0.46P, Ma =0.11PR 
(a) Ma =15. 6kN * MÆR), Me, =9. 38kEKN，m( 右 侧 受 拉 ) 
(b) Mie=61. 5kN * m(ZzEfllJ224%9) , Mao = 32. 3kN。m( 左 侧 受 拉 ) 
(e) Mie=20. IKN ,mt( 左 侧 受 拉 )，Mm 一 22.8kN * m( 下 侧 受 拉 ) 


° pne 





Ë ls ” AN 
(d) Mu 一 站 9 (下 侧 受 拉 ) ` <) 
(e) Me 一 0. 039P EWER, Mi =0. orda EWER 
(D Mw = 十 Ph( 左 侧 受 拉 ) i Va 
(g) Mx =9. 27kN 。m( 右 侧 受 拉 )， Mo 32. 3kN 。m( 左 侧 受 拉 ) 
Q) KEPARA s 
t. VN x N 


10. (a) Ma =E (于 侧 受 拉 ) vX 

(b) ga = 60a NTER š 

1. m= Eli wen K 
N N 


N. 
12. (a) Mu =3 EL CFMDERD 





(b) Mu 一 4 号 (下 例 受 拉 ) 
(c) Mas =3 EIA WERD 


(d) Miw 一 6 型 A( 上 侧 受 拉 ) 





(© Me =EL CEMER 
习 题 9 
二 、 填 空 题 
1. 变形 条 件 
2. 也 可 平衡 
3. 线 刚度 i 远 端 支承 情况 
4. 0 O 


部 分 习题 参考 答案 


5. 0 

6. 功 的 互 等 定理 (或 反 力 互 等 定理 ) 

7. 药力 平衡 

& 4 12 122 22 2 

9. n,=2,ni=0 n=l, m=2 n,=8,n,=3 n,=1,n,=1 
lsm =0 








i 


2,n=1 n, 





n,=2,n=2 n, l, n=1 n, 


10. 反对 称 
11. 相反 

三 、 判 断 题 
ko Sep. Ar GSA: Wu Gs de x O SS) 
四 、 选 择 题 





ü i $ 


YÁ 
KAS. B; 





1.D; 2 A; 3 D; 4 D; 5 B; ; 
` 全 x 
9. B; 10. B; 11. C; 12 B; 13. | AN 
五 、 计 算 分 析 题 \ 
1. (a) 3+1=4 < 
(b) 5+2=7 AN 


Y 
(c) a#0, 1+1=2; a=0, 1+0= 4% Y 


(d) aZ0, 6+4=10; a=0, 64510 
(e) EA=#co, 6+3=8; RS 6+2=8 < 








1 
(D 4 十 2 一 6 N> 
(g) 2 十 2 一 4 g ESA 
2. (a) Ma=3is ME = Tgl RK 





3 








(b) Ma SBI, Mia =5kN +m 5 
(©) Mp = 2 











(D =l, Mm=0; =l, Mm=—i, Mi = Tq 


3. (a) Mæ =41. 5kN °* m, Ma =— 6. 92kN * m 
(b) Mm =45. 63kN *m 


41 _ ll 
280P!: Mr 一 350”! 


(b) Me = —54. 3kN * m, Ma =70. 3kN * m 


5. (a) Mw =- HÉ, Ma =— 3 


(b) Ma =— 84. 2kN * m, Mm = —70kN * m, Mm =35. 1kN *m 
(c) Mx =—10. 4kN *m, Mm =— 5. 65kN * m, Mæ =7. 53kN“。m 
(d) My; =33. 3kN * m, Map =53. 33kN *m 

6. (a) M= —225kN * m, Mm = —135kN *m 
(b) Ma: =—40kN * m, Ma-=70kN * m, Mz = —57. 39kN * m 


4. (a) Ma 一 一 
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~ 


1 > p es 
7; Cao Me 一 459 > Mr 一 一 下 9 


(b) Mom 王 0，Mmp 王 180kN。m，Mr 一 一 360kN。m 


(c) Mr 一 一 57. 39kN * m, Mae = —5. 22kN * m, Ma: =20. 87kN * m 
(d) Mw =—171. 4kN * m, Ma =— 128. 6kN + m 


3 题 10 
=. 填空 是 
1. 固定 “ 固 端 弯 矩 ”放松 ”不 平衡 MASE MESE ”传递 这 矩 
2. 线 刚度 “支承 情况 
3. 无 侧 移 (或 无 结 点 线 位 移 ) š 
4.， 当 近 端 转动 时 远 端 弯 矩 与 近 端 弯 矩 的 比值 0.5 一 1 AA 
5 0 J Ó à 








、 计 算 题 SNS ZA > 
4 (a) Mm =35kN 。 mC LMERD, Ra 一 27. 5N GAJ 
(b) M =6. 08kN + mx 上 侧 受 拉 )，Mes =61.14kN * m( FJJ2249), R;=73. 89kN( 个 ) 
(c) Ma =52..76kN + mC EIZ RSSI. IKN) 
2. (a) Mai PETEN * m EWER . Wo 一 16.8kN。m( 上 便 受 拉 ) 
(b) MASI 33kN 。m( 右 侧 受 拉 )，Miw =33. 33kN © m EWER) 
3. Mix =128. 3kN。m( 上 侧 受 拉 ) ，Mx =176. 8kKN。m( 上 侧 受 拉 )， 
Mo 一 20.8kN。m( 右 侧 受 拉 )，Mz 王 161. 4kN。m( 上 侧 受 拉 ) 
4. Mk =148. 6kKN。m( 上 侧 受 拉 )，Mis =190. 3kN。m( 上 侧 受 拉 )， 
Mw =33. 4kN * mA MZR, Mes =16. 4kN。m( 右 侧 受 拉 ) 
Man =39kN * MEMEK. My =11. 25kN .mt( 左 侧 受 拉 ) ， 
Mk =5. 06kN。m( 上 侧 受 拉 )，MEz =29. 25kN。m( 下 侧 受 拉 ) 
6. Mm 王 31.88kN。m( 左 侧 受 拉 )，Mo =7. 08kN。m( 左 侧 受 拉 ) ， 
Mk =6. 53kN © m EMH). Mr 一 38.82kN。m( 下 侧 受 拉 ) 
7. Va=Vc= 2. 75kN, V= 2. 92kN 
8. 略 


a 


习 题 11 
二 、 填空 题 


1. Z= P, * yı + P; * >: + + + P, * y, = > P, ° y; 
= 











部 分 习题 参考 答案 








2. 平衡 方程 ”位移 图 





3. 梁 中 点 s F 
. 静 力 法 ”机 动 法 





4 
5. 基本 部 分 “附属 部 分 
6. Re C 反 力 Rs 

7. Be WH 

8. Mk D Mk 

9. 2m 

10. 移动 ”绝对 最 大 
11. 虚 位 移 


x; fs & F. £ 
Ji MO f Ieg 





LA 2C 32D 4 BRNKAG 6D 7 C, 8A 9%C 


NS 
10. A; 11.D; 12 D; NA s 
I wx 
五 、 计 算是 > CP 
Z Io, ALK’ 0, (0<x<2) 
1, (a) Ra=1, MSE, m=| REN, i= 
Ea go ag ZaD NG) ° 11 @<+<3 


(b) R = BD, Me= (G Af9ftD. V= CEND, M,=—2(D 点 
的 值 )> Vi=—1B 左 的 值 ) ,VE 二 十 1(B 右 的 值 
(c) RaA=R’, R =R, Me=M}, Ve=Vicosa, Nc= —Vš.sina 
注 ， 上 标 加 “0” 者 为 平 梁 有 关 量 的 值 。 
(d) VE=—1(C 左 的 值 ) Me=b(C 点 的 值 ) 


2. (a) Me= mD AWD, Ve = (D 点 的 值 








(b) Ra =E CF 点 的 值 ) ,Mc 一 本 m(G AWD, Ve=— EG 点 的 值 )， 
V=- G ARD. V=- OD 点 的 值 ) 


3. (a) Ni 一 行 (C 点 的 值 )， N= CE 点 的 值 )， N. =E D 点 的 值 )， 


一 一 34(C 点 的 N;=136çp s =L E 点 的 
N= 33 C 点 的 值 )，N 一 165CD 点 的 值 )，Ne 一 一 基尼 点 的 值 )， 


N,=1(G 点 的 值 ) 





Cb) Ni 一 1(D AWD, Ne= D RD., N =E RD 
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ku 2 


(© N = (C AD, N.—1(C (fü, N.—V2 CC 点 的 值 )， 


一 /2(C 点 的 值 ) 


1. (a) R= mB RD, Mi= mB ARD, Vi 一 十 (B 点 的 值 )， 


Vc 二 0(B 点 的 值 ) 


(b) Ra= EEC AD, R= ECC 点 的 值 )，Ms 一 一 Im(D 点 的 值 )， 


V= AWD, VESEOLEN DAWID 


(c) M= —3m(B 点 的 值 ) Ve=— 1C 点 的 值 )， Mo 一 一 2m(C 点 的 值 )， 


MK 一 一 Im(C 点 的 值 )，Vk 一 一 去 (C 点 的 值 ) AA 
< x 





(d) Mx=2m (K 点 的 值 )， We= 一 二 KK 左 的 值 )、 Vrea, 


DAN 

Mo 三 1m(D 点 的 值 ) x |N 

5. (a) Me=55kN + m， 作 一 23. T5kN ~、 
(b) Ve=7. 15kN, Mc=6. 8kN ym K ` 
(© Ve=70kN, Mc=80kN MS J= 
(d) Re=140kN( 4), M= 10kN * m, Ve=—60kN 

6. (a) Mass = 242, SkN>* 0, Va, =80. 83kN, Vori 9. 17kN 
(b) M... 1912, 21kN = m, Vom =637. 43k NLV cnin = —81. 13kN 

7. Ma, =314, 31KN m, Ve, =104. SEN Vasa =— 27. 31kN 

8. Ras =237KN— x > 

9. Mas Sds 6367RN ° m P 

10. 绝对 最 头 弯 矩 为 355. 6kN。m， 跨 中 最 大 弯 矩 为 350kN * m 


11. 略 











习 题 12 


1 

2: 

3. 振幅 频率 
4. 

5. —0.25 


EX; OX 3 a ERK 5.50 EX; ty; 


部 分 习题 参考 答案 














3EI y 


4 o= mh:l ° 


5. Ymx = lmm, Um =41.75mm/s, amx = 1743mm/s2 / K 
6. c=401. 96kg/s, ys=0. 24cm AS 
7. (1) ymx 一 7. 88mm, Ma =—42. 2kN * K ZON 

(2) yo 一 6. 16mm, Ma =—36. 4kN SN 


_ [ISk K 
8. w= 33m SSE 
9. y, = —0. 0884cm( 与 rh, M,.=0. 5 


+ 


_ Er. i I A i 
10. (a) w=0. 931 /ss e =2. 35 /二 rÀ T300 A.G Ieg 


A. 1 A 1 


“sr s EL, m=3, si; ma’ AO 1.592 A, 0.314 
11. w =13416s7', w:=202. 90s 


EI E hb 1 A? 1 
12. a1 =3. 028 [as 57.927 Ja ATLE ATT 0818 






































13. A,=0. 0316 h, A: =0. 099 TEOJ A IJTIHOD, Minx =0. 299F/ 








14. A; =—0. 202mm, A:=—0. 206mm, M, =6. 063kN * m 
15. 同 14 题 答案 


16 a= 15.45 /EI 














17. 假设 y(x) 二 asin 至 时 ， w 





18. w= 





/一 
4 à 
Eang 


~ 


[ES 


w y 





a 


\ 
SANE 


习 题 13 





弹性 阶段 ” 弹 塑性 阶段 ”塑性 流动 阶段 
不 超过 
丧失 承载 能 力 
6.9175 
上 下 面积 相等 
、 判 断 题 








. F,=20,A 
. M.=105.4kN * m 
4. F,=11. 34kN 
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